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Algebra y trigOnometria 


- 'M 


Sistema de numeros reales 

TEORIA DE CONJUNTOS 

La teoria de conjuntos nos permite describir en forma precisa conjuntos de numeros que 
comparten una propiedad comun. Esto puede ser de gran utilidad al establecer las solucio- 
nes de cierto tipo de problemas. 

Sin duda, usted ya esta familiarizado con los siguientes conceptos de la teoria basica de 
conjuntos. Conjunto es una agrupacion de objetos distintos. Un objeto en un conjunto se 
llama elemento de un conjunto; generalmente, nombramos un conjunto con una letra ma- 
yuscula como Aofiyun elemento de un conjunto se lo denomina con una letra minuscula 
como x. Para indicar que x es un elemento del conjunto A escribimos 

x<EA 

Un conjunto puede especificarse de dos formas: haciendo una lista de los eiementos del 
conjunto o estableciendo la propiedad que determina los eiementos del conjunto. En ambos 
casos se utilizan corchetes { }; por ejemplo, el conjunto que consta de los numeros 5, 10 y 
15 puede denotarse por: 

{5, 10, 15} o {a I x = 5n, n — 1, 2, 3} 

El ultimo se lee “conjunto de todos los numeros x tal que x = 5n, en donde n = 1,2, 3”. 

Si cada elemento de un conjunto B es tambien un elemento del conjunto A, decimos / 
que B es un subconjunto de A y escribimos 

B CA 

Se sigue que cada conjunto es subconjunto de sf mismo. 

El conjunto que no contiene elemenjos se llama conjunto vacio y se denota con el 
sfmbolo 0. 

La union de dos conjuntos A y B es el conjunto de eiementos que pertenecen a por lo 
menos uno de los conjuntos A o B. En la notacion de conjuntos escribimos 

A U B = {x|x: e A o i£i} 

La intersection de dos conjuntos A y B es el conjunto de eiementos comunes tanto de A 
como de B y se expresa 



A n b = {x|xe a y ies} 

Si A y B no tienen eiementos comunes, es decir, si A D B = 0, entonces se dice que los 
conjuntos son conjuntos disjuntos. 

EJEMPLO 1_ 

Si A = {1, 2, 3, 4, 5}, B = {1, 3, 5}, C = {2, 4, 6}, entonces 
BCA 
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y 


A UC = {1, 2, 3, 4, 5, 6} 
A n C = {2, 4} 

b n c = 0 


NUMEROS: ENTEROS, RACIONALES E IRRACIONALES 

Recordemos que el conjunto de numeros naturales, o enteros positivos, se compone de 

N = {1, 2, 3, 4, . . .} 

N es un subconjunto del conjunto de los enteros: 

Z= 3, -2, -1,0, 1,2, 3, . . .} 

El conjunto Z incluye tanto los enteros positivos como los negativos y el numero cero, el 
cual no es ni negativo ni positivo. A su vez, el conjunto de enteros es un subconjunto del 
conjunto de numeros racionales: 



p y q son enteros, 


<7 ^ 


El conjunto Q esta compuesto de todos los cocientes de dos enteros, siempre que el denomi- 
nador no sea un cero; por ejemplo, 


-1 17 

~Y’ T’ 




Nota de advertencia: el cociente alb es indefinido si b = 0. Por ejemplo, 8/0 y 0/0 son 
indefinidos. 


El conjunto de numeros racionales no es suficiente para solucionar ciertos problemas 
elementales algebraicos y geometricos. Por ejemplo, no hay un numero racional p/q para el 
que 



(Vease problema 89). Asf, no podemos utilizar numeros racionales para describir la longitud 
de la diagonal de un cuadrado unitario (vease figura 1). Mediante el teorema de Pitagoras 
sabemos que la longitud de la diagonal d debe cumplir 

d 2 = (l ) 2 + (l ) 2 
= 2 . 

Escribimos d = V2 

y llamamos d “la rafz cuadrada de 2”. Como lo acabamos de indicar, V2 no es un numero 
iacional. Pertenece al conjunto de ntimeros irracionales, es decir, el conjunto de numeros 
que no pueden expresarse como cociente de dos enteros. Otros ejemplos de numeros irracio¬ 
nales son it, — VTy v5/4. 



1 

FIGURA 1 
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Si llamamos H al conjunto de numeros irracionales, entonces el conjunto de numeros 
reales R puede describirse como la union de dos conjuntos disjuntos: 

R = Q U ,H 

Tambien debemos anotar que el conjunto de numeros reales R puede describirse como la 
union de 3 conjuntos disjuntos: 

R = R~ U {0} U R + 

donde R ~ es el conjunto de numeros reales negativos y R + es el conjunto de numeros reales 
positivos. Los elementos del conjunto 

{0} U R + 

se llaman numeros reales no negativos. 


DECIMALES 

Todo numero real puede expresarse en forma decimal. Por ejemplo, 

i = 0.25 

f = 3.571428571428. . . 

I = 2.3333. . . 

77 = 3.14159265. . . 

V2 = 1.41421356. . . 

Se dice que numeros como 0.25 y 1.6 son decimales finitos, en tanto que numeros como 

se repite se repite 

\Sl'32 32 ... y 3!571428 571428. . . 

se llaman decimales periddicos o recurrentes. Un decimal periodico como 1.323232... 
con frecuencia se escribe 1.32, donde la barra indica el numero o numeros que se repiten. 
Puede demostrarse que cada numero racional posee una representacion decimal o periodica 
o finita. Y viceversa, todo decimal periodico o finito es un numero racional. Tambien es un 
hecho basico que todo numero decimal estin numero real. Tenemos, entonces, que el con¬ 
junto de numeros irracionales esta compuesto por todos los decimales que no son ni finitos 
ni periodicos. Asf, -it y V2 tienen representaciones decimales no periodicas y no finitas. 

PORCENTAJE 

Los fraccionarios o decimales algunas veces se expresan como porcentajes; por ejemplo, 
8% quiere decir 8/100 6 0.08. En general, b% significa “/> partes de 100”, y es, simplemen- 
te, otra manera de escribir bl 100. Por ejemplo, 42% significa 42/100; entonces, 42% = 
0.42. De igual manera, 0.005% = 0.005/100 = 0.00005. 

Una forma simple de convertir un numero decimal a porcentaje es multiplicar el deci¬ 
mal por 1 escrito en forma de 100%. Por ejemplo, 

0.35 = 0.35 x 1 = 0.35 x 100% = 35% 

De igual manera, 0.001 = 0.001 X 100% = 0.1% 

Los porcentajes se utilizan con frecuencia para describir los incrementos o reduceiortes 
en cantidades como poblacion, salarios y precios. Cuando una cantidad aumenta, el por- 
centaje de incremento se da por 
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cantidad de aumento 

- x 100% (1) 

cantidad original 

De igual forma, cuando una cantidad disminuye, el porcentaje de decrecimiento es dado 
por 

cantidad de decrecimiento 

-- x 100% (2) 

cantidad original 


EJEMPLO 2_ 

La poblacion de un pequeno pueblo disminuyo de 1,750 a 1,700 habitantes. ^Cual es el 
porcentaje de decrecimiento? 

bolucion.La cantidad de decrecimiento es 1,750 — 1,700 = 50 y la cantidad original es 
1,750. Utilizando el paso (2), encontramos que 

50 

= 0.0285714 = 0.0285714 x 100% * 2.86% 

Luego, el porcentaje de decrecimiento es de aproximadamente 2.86% 


Notemos que en el ejemplo 2 utilizamos el si'mbolo ~ en lugar del signo igual para 
indicar que el numero es s61o una aproximacion. 

EJEMPLO 3_ 

El salario por hora de trabajo de un estudiante se elevo de US$5.25 ddlares a US$5.75. 
^Cu£l es el porcentaje de incremento? 

Solucion.EI monto del incremento es US$5.75 - US$5.25 = US$0.50 y la cantidad 
original es de US$5.25. A partir del paso (1) tenemos que el porcentaje de incremento es 

US$0.50 

---«= 0.0952381 = 0.0952381 x 100% « 9.52% 

US$5.25 


EJEMPLO 4_ 

^Cual es el precio de oferta de una balon de voleibol si el precio normal es de US$28.60 y 
hay 25% de descuento? 

Solucion.Debido a que se ofrece 25% de descuento, el precio de oferta sera de 75% del 
precio normal, o 


(0.75) (US$28.60) = US$21.45 

De forma altemativa, podemos calcular 25% de descuento y restarlo al precio normal asi: 

US$28.60 - (0.25) (US$28.60) = US$28.60 - US$7.15 

= US$21.45 


x 
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SISTEMA DE NUMEROS REALES 

El conjunto de numeros reales R junto con las operaciones de la adicion y la multiplicacion 
se llama sistema de numeros reales. Las reglas basicas del algebra para este sistema nos 
permiten expresarhechos matematicosen formas s'imples y concisas, y resolverecuaciones 
para encontrar respuestas a preguntas matematicas. Las propiedades basicas del sistema de 
numeros reales con respecto a las operaciones de la adicion y la multiplicaci6n estan en una 
lista en el siguiente recuadro, donde a, b y c representan numeros reales. 



EJEMPLO 5_ 

Formule una propiedad algebraica basica del sistema de ntimeros reales para justificar cada 
uno de los siguientes enunciados, donde x, y y z representan numeros reales. 

(a) (3 + 5) + 2 = 3 + (5 + 2) 

(b) (6 + 8 )y = y(6 + 8) 

(c) (jc + 3)y + 2 = (xy + 3y) + 2 

(d) (jc + y) 1 = jc + y 

(e) (x + 2) + [-(x + 2)]=0 

(f) (y + z)[l/(y + z)] = 1, si y + z ¥= 0 

Solucion 

(a) Propiedad asociativa de la adicidn 

(b) Propiedad conmutativa de la multiplicacion 
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(c) Propiedad distributiva (ii) 

(d) Propiedad de identidad de la multiplicacion 

(e) Propiedad del inverso de la adicion 

(f) Propiedad del inverso de la multiplicacion. 


La ley distributiva puede extenderse para incluir mas de dos numeros en la suma. Por 
ejemplo, 

a(b + c + d) = ab + ac + ad 

y (a + b + c + d)e = ae + be + ce + de 

Muchas propiedades adicionales de los numeros reales pueden derivarse de las propie- 
dades basicas. Las siguientes propiedades tambien se utilizaran a lo largo de este texto. 


7. Ley cancelativa o anulativa 

(i) Si a + c = b + c, entonces a = b 

(ii) Si ac = be y c # 0, entonces a = b 

8. Ley de la multiplicacion por cero 

(i) a • 0 = 0 • a = 0 

(ii) Si a • b = 0, entonces a = 06b = 0(o ambas) 


Por ejemplo, si x + y = 8 + y, entonces podemos concluir a partir de la ley cancelativa 
(i) que x = 8. Y si 2x = 2y, entonces, a partir de la ley cancelativa (ii) tenemos que x = y. 

La propiedad de la multiplicacion por cero (ii) es de extrema importancia en la solucion 
de ecuaciones. Por ejemplo, si x(x + 1) = 0, entonces x = 0 6 x + 1 =0. 

Es posible definir las operaciones de la sustraccion y la division en tdrminos de la 
adicion y de la multiplicacion, respectivamente. 

DEFINICION 1 ' 

Para los numeros reales a y b, la diferencia, a — b, se define como 

a - b = a + (~b). 

Si b # 0, entonces el cociente, a -f b se define como 


En el cociente alb , a se llama numerador y b denominador. Con frecuencia, el co¬ 
ciente de dos numeros reales alb se llama fraccidn. Ndtese que a -s- b 6 alb no es definida 
para b = 0. Entonces, a/0 no es definida para ningun numero real a. Como lo demuestra el 
siguiente ejemplo, no todas las propiedades que funcionan para la adicidn y la multiplica¬ 
cion son validas para la sustraccion y la division. 

EJEMPLO 6_ 

Si tenemos que 1 — (2 — 3) = 2y(l - 2) - 3 = -4, observamos que 

1 — (2 — 3) ¥= (1 — 2) — 3 

Entonces, la sustraccion no es asociativa. 
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Ahora, hagamos una lista de las propiedades importantes de la sustraccion, relaciona- 
das con negativos y fraccionarios, con los cuales usted puede estar ya familiarizado. 
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EJEMPLO 7_ 

E value cada una de las siguientes expresiones: 


(a) 

(b) 


(-*X-y) 

-(-a) 

-b 


(c) 


2 (u + v) 
~^2v 


(d) 

(e) 


_ y _ 

(1/4+ 3/5) 
0 

z • — 

5 


(f) 


IV 

2 - (5 - 3) 


Solucion 

a 
b 

2(u + v) u + v 

(c) ---=- 

2v v 

(d) Para hallar el valor numerico de y/(l/4 + 3/5), primero hallamos el denominador : 

1 t 3 (l)(5) + (4)(3) 17 
4 5 (4)(5) 20 

Entonces, tenemos que 

y _ y _y_ 20 _ 20>> 

(1/4 + 3/5) ” 17/20 _ 1 17 _ 17 

0 

(e) z • — = z • 0 = 0 

(f) La expresion w/[2 — (5 — 3)] es indefinida, porque su denominador es cero: 

2 -(5 -3) = 2- 2 = 0 


(a) 

(b) 


(-*)(-?) = xy 
~(-a) = _a_ 
-b -b 


Nota de advertencia: en la solucion del ejemplo 7(c), un error comun es cancelar las 
letras v en 

u + v 
v 

No se puede realizar ninguna cancelacion debido a que v no es factor tanto del numerador 
como del denominador como lo requiere la ley cancelativa (ii). 
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EJERCICIO 1.1 


En los problemas 1 al 8, encuentre el conjunto indicado si A = 

{1, 4, 6,8,10,15}, B = {3,9,11,12,14} y C = {1, 2,5,7, 8,13, 

14}. 

I. A U B 
3. B U C 
5. A n C 
7. (A n B) U B 

En los problemas 9 al 12, haga la lista de los elementos del con- 
junto dado. 

9. {r|r = p/q, p = 1, 2, q = -1, 1} 

10. {t\t = 4 + z, z = -1, -3, -5} 

II. {x\x = 2 y,y = i i} 

12. {y\y - 5 = 2} 

En los problemas 13 al 16 utilice la notation de conjuntos para 
expresar el conjunto dado. 

13. El conjunto de los enteros negativos mayores que — 3 

14. El conjunto de los niimeros reales cuyo cuadrado es 9 

15. El conjunto de los enteros pares 

16. El conjunto de los enteros impares 

En los problemas 17 al 34, responda falso o verdadero. 

17. J es un elemento de Z_ 

18. - } es un elemento de Q. _ 

19. V3 es un elemento de R _ 

20. V2 es un numero racional._ 

21. 0.1333... es un numero irracional._ 

22. 1.5 es un numero racional_ 

23. 0.121212... es un numero racional._ 

24. $ es un elemento de Q _ 

25. — 4 es un elemento deZ, pero —4 no es elemento de A_ 

26. tt es un elemento de R , pero no es elemento de Q _ 

27. Todo numero irracional es numero real_ 

28. Todo numero entero es numero racional._ 

29. Todo numero decimal es numero real_ 

30. La intersection del conjunto de numeros racionales y el con¬ 
junto de numeros irracionales es el conjunto vact'o_ 

31. Todo porcentaje puede expresarse como decimal_ 

32. Todo numero racional puede expresarse como de¬ 
cimal _ 

33. Todo decimal puede expresarse como cociente de dos en¬ 
teros_ 

34. Todo porcentaje es un numero real._ 

En los problemas 35 al 38, escriba de nuevo el porcentaje en 
forma decimal. 

35. 38% 36. 6.2% 

37. 250% 38. 0.0001% 

En los problemas 39 al 42, escriba de nuevo los decimales en 
forma de porcentaje. 

39. 0.85 40. 1.01 

41. 0.234 42. 0.10203 


2. A U C 
4. A n B 
6. B n c 
8 . A U (fl U C) 


43. El costo de un libro de matematicas aumento de US$25 a 
US$30. t Cual es el porcentaje de incremento? 

44. El costo de un microcomputador disminuyo de US$1,000 a 
US$850. ^Cual es el porcentaje de decrecimiento? 

45. Un auto originalmente costaba US$12,000. Un ano mas tarde 
costaba US$10,200. ^Cual es el porcentaje de depreciation? 

46. El precio de lista de un auto es de US$7,000. Despues de haber 
sido reducido su costo en 3%, ^cudl es el nuevo precio? 

47. El salario de un profesor de universidad es de US$35,000. 
Despues de aumentarle 5%, ^cual es su nuevo salario? 

48. En el problema 47, si al nuevo salario del profesor universita- 
rio se le reduce 5%, £,su salario vuelve a ser US$35,000? 

49. ^Cual es el costo final de un artfculo que esta en lista a L dola- 
res despues de dar 5% de descuento y de aplicarles 6% de 
impuesto a las ventas? (Notese que el precio de lista no aumen- 
ta en 1%). 

50. Una tienda de audio anunciaba una unidad de disco compacto 
con 10% de descuento para un ahorro de US$30.00. Mas tarde 
se vendio la unidad a 30% del precio original. Halle el precio 
original, el precio de venta y el monto del descuento final. 

Formule una propiedad basica del sistema de numeros reales 
para justificar cada uno de los enunciados dados en los proble¬ 
mas 51 al 66. 

51. (2 + 3) + 5 = 2 + (3 + 5) 

52. [(1 )(2)](3) = [(2)(l)](3) 

53. (x + y) + 3 = (y + a) + 3 

54. (a + 2) + it = it + (a + 2) 

55. [(—2)(i)]z = -2[(i)(z)] 

56. (1 + 2)(—3) = 1 (—3) + 2(—3) 

57. 1(V2) = V2 

58. (3 + 4)(5 + 2) = (3 + 4)5 + (3 + 4)2 

59. (i)5 = 1 

60. } + (-i) = 0 

61. x(y + 0 ) + z = xy + z 

62. {3 + [(-5)(1)]} + 4 = {3 + (-5)} + 4 

63. [(w + 3)2]z = [2 (w + 3)]z 

64. (-13 + z)(2) + 7 = [z + (-13)](2) + 7 

65. (a — b) + [—(a — b)} = 0 

66. (a - y)(——) = 1, x y 

Enuncie una de las propiedades derivadas (propiedades 7 a 17) 
del sistema de numeros reales para justificar cada uno de los 
enunciados dados en los problemas 67 al 76. 


67. 

(-5)(-jc) = 5x 


68. 

-(-17) = 17 


69. 

Si x + 3 = y + 3, entonces x = 

y- 

70. 

Si y + z = 5 + z, entonces y = 

5. 

71. 

Si (x + 2)(3) = 4(3), entonces .< 

: + 2 

72. 

Si z 2 = 0, entonces z = 0. 


73. 

Si (x + 1 )(a - 2) = 0, entonces 

x + 

74. 

(a + b + c) • 0 = 0 


75. 

0 

— = 0 



a 2 + 
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76. 


2(-r + 1) 

* 2 + I 


77. Demuestre mediante un ejemplo que la sustraccion en R (riu- 
meros reales) no es una operacion conmutativa. 

78. Demuestre mediante un ejemplo que la divisidn en el conjunto 
de numeros reales diferentes de cero no es conmutativa. 

79. Demuestre mediante un ejemplo que la di visidn en el conjunto 
de numeros reales diferentes de cero no es asociativa. 

80. Responda falso o verdadero: 


(a) Si c # 0, entonces (a + b) -r c = (a -r c) + 

(b h- c).- 

(b) Si a 4 0, b 4 0 y a + b # 0, entonces c (a + b) = (c -s- 
a) + (c + b) 


En los problemas 81 a 86 halle la expresidn dada. 

81. —(—«)[2 - 3] 


altura. Un cordon de treinta codos lo ceni'a todo en derredor”. 
(Tornadode II Cronicas 4:2 y I Reyes7:23, quedatan del siglo 
X a. de C.). 

89. Demuestre que VTno puede expresarse como cociente de en- 
teros. 

[. Sugerencia : suponga que hay un fraccionario (p/q), reducido 
asu minimaexpresidn tal que (p/q) 2 = 2. Esto simplificaap 2 = 
2q 2 , lo cual implica que p 2 , en consecuencia p, es un entero 
par, es decir p = 2r. Haga esta sustitucion y considere que 
(2 rlq) 2 = 2. Debe llegar a la contradiccion del hecho de que plq 
fue reducida a la minima expresion]. 

90. ^Es el producto de dos numeros irracionales necesariamente 
irracional? Explique. 

91. ^.Es el cociente de dos numeros irracionales necesariamente 
irracional? Explique. 


4c 

84. [(4)(£)(-i)](—z) + z 
L( I4)(0)(jr>] 

(V2-V3) 

86. (7T — 7r)(x + y - 3) 

87. El papiro Rhind (alrededor de 1700 a. de C.) indica que los 
egipcios utilizaron (3f) 2 como valor de it. 

(a) ^Es la aproximacion mayor o menor que ir ? 


92. Algunas claves secretas funcionan desplazando o corriendo 
letras del alfabeto. La figure 2 muestra un desplazamiento en 2 
de ellas. Cada letra del mensaje puede ser trasladada por una 
cantidad diferente. Este esquema de codificacion puede repre- 
sentarse por los dfgitos en un numero decimal. Por ejemplo, el 
numero decimal .12121212... codifica el mensaje ESTUDIE 
MATEMAT1CA en FUUWEKF OBVFOBVJEBU. Si utiliza 
9/37 produce el mensaje codificado RMWCKRTEV XMYG, 
entonces, ^cual fue el mensaje original? 



(b) Demuestre que el error al utilizar esta aproximacidn es 
menor que 1 % de -ir. 


88. Utilizando el hecho de que la circunferencia de un cfrculo es it 
veces el diametro, determine que valor de ir se implica a partir 
del siguiente pasaje bfblico: “Hizo el mar de fundicion: tern'a 
diez codos de borde a borde, del todo circular y cinco codos de 


FIGURA 2 



www.elsolucionario.net 





12 


Algebra y trigonometria 


2 

■ Recta de numeros reales 

Para dos numeros reales distintos ay b, siempre hay un tercer numero real entre ellos; por 
ejemplo, su promedio (a + b)l2 es el punto medio entre ellos. De igual manera, para dos 
puntos distintos Ay Ben una recta, hay siempre un tercer punto entre ellos; por ejemplo, el 
punto medio M del segmento de recta AB. Hay muchas similaridades como esta entre el 
conjunto de numeros reales y el conjunto de puntos en una recta que indican el uso de una 
recta para “describir” el conjunto de los numeros reales. Esto puede hacerse como se explica 
a continuacion. 

RECTA DE NUMEROS REALES 

Dada cualquier recta, escogemos un punto sobre ella para representar el numero 0. Este 
punto, en particular, se llama origen. Si ahora seleccionamos un segmento de recta de 
longitud unitaria, como lo muestra la figure .3, cada numero real positivo x puede represen- 
tarse por un punto a una distancia x a la derecha del origen. De igual forma, cada numero 
real negativo —x puede representarse con un punto a una distancia x hacia la izquierda del 
origen. Esta asociacion produce una correspondencia uno a uno entre el conjunto de nume¬ 
ros reales y el conjunto de puntos en una recta, llamada recta de numeros reales, recta 
numerica o recta coordenada. Para cualquier punto P dado en la recta numerica, el nume¬ 
ro p, que corresponde a este punto se llama coordenada de P. 

En general, no diferenciaremos entre un punto sobre la recta numerica y su coordena¬ 
da. Asi, por ejemplo, algunas veces nos referiremos al punto en la recta de numeros reales 
con coordenada 5 como “el punto 5”. 

MENOR QUE Y MAYOR QUE 

Dos numeros reales ay b, a =f* b, pueden compararse mediante la relacion de orden menor 
que, representada por el sfmbolo <. Decimos que 

a es menor que b si y solo si b — a es positivo. 

Si a es menor que b, escribimos a < b. 

De forma equivalente, podemos decir que b es mayor que a y escribir b > a. Por 
ejemplo, —7 < 5, ya que 5 — (—7) = 12 es positivo. Podemos escribir tambi&i 5 > —7. 

La recta de numeros reales es util para demostrar la relacion de orden menor que. 
Geometricamente, a < b significa que el punto que corresponde a a en la recta numerica se 
halla a la izquierda del punto que corresponde a b (vease figure 4). 

EJEMPLO 1_ 

Utilizando la relacion de orden mayor que, compare los ndmeros reales tt y . 
Solucion. 06 77 = 3.1415... y “ = 3.1428..., encontramos que 
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¥ - TT= (3.1428 . . . ) - (3.1415 . . . ) 

= 0 . 00,1 . . . 

Debido a que la diferencia es positiva, concluimos que 

22 _ 

7 ^ 7T 


Dos relaciones adicionales de orden son importantes: 

1. a es menor o igual a b, dado por 

a < b si y solo si a<boa = b 

2. a es mayor o igual a b, dado por 

a ^ b si y solo si a>boa=b 

Porejemplo, yaque2 = V4, podemos escribir 2 > V4 6 2 s V4. Tambien podemos 
decir que 4 ^ 9, ya que 4 < 9. 


DESIGUALDADES 

Las relaciones a < b, a > b, a < b, y a 2: b se Haitian desigualdades y los si'mbolos <, 
>, 5 son simbolos de desigualdad. Si > 0, entonces b no es negativo; entoinces, 
decimos que b es no negativo. De igual forma, si b < 0, decimos que b es no positivo. 
La relacion de orden menor que posee las siguientes propiedades: 



VALOR ABSOLUTO 


Tambien podemos utilizar la recta de numeros reales para presentar la distancia. 

Como lo muestra la figura 5, la distancia desde el punto 3 hasta el origen es de 3 
unidades y la distancia desde el punto — 3 hasta el origen es de 3, 6 —(—3), unidades. De 
nuestra discusion sobre la recta numerica resulta que, en general, la distancia de cualquier 
numero al origen es el “valor sin signo” de ese numero. 

De forma mas precisa, como lo muestra la figura 6, para cualquier numero real positivo 
x, la distancia del punto * al origen es x, pero para cualquier numero negativo y la distancia 
del punto y al origen es —y. Por supuesto, para x = 0 la distancia al origen es 0. El concerto 
de distancia de un punto en la recta numdrica al origen es descrito por el valor absoluto. 


-(-3) = 3 3 

—•—»—•—•—•—•—* 

-3-2-1 0 12 3 

FIGURA 5 


> 


www.elsolucionario.net 




* f 


14 


Algebra ytrigonometri a 



FIGURA 6 


DEFINICION 2 - 

j Para cualquier numero real a , el valor absoluto de a denotado por lal es 



EJEMPLO 2_ 

Siendo 3 y V? numeros positivos, 

|3| = 3 y |V2| = V2 

Pero debido a que — 13 y - | VT son numeros negativos, 

| — 3| = -(-3) = 3 y |-V2| = -(-V2) = V2 


EJEMPLO 3_ 

(a) |2 - 2| = |0| = 0 

(b) |2 — 5| = | 3| = -(-3) = 3 

(c) |2| - | 5| = 2 - [-(-5)1 = 2 - 5 = -3 


EJEMPLO 4_ 

Halle | V2 - 3|. 

Solucion. Para hallar IV7 — 31, debemos primero determinar si (VT— 3) es positivo o 
negativo. Ya que V2 = 1.4, vemos que (V2 - 3) es un numero negativo. Asf, 

IV2 - 3| = — (V2 - 3) = - V2 + 3 
= 3-V2 


Nota de advertencia: es un error comun pensar que — y representa un numero negativo 
porque el sfmbolo y va precedido de un signo menos. Enfatizamos que si y representa un 
numero negativo, entonces — y es un numero positivo. En consecuencia, si y es negativo, 
entonces lyl = —y. 


EJEMPLO 5_ 

Halle lx — 61 si (a) x > 6, (b) x = 6 y (c) x < 6 

Solucion 

(a) Si x < 6, entonces x — 6 es positivo. Luego, de la definicion de valor absoluto conclui- 
mos que \x — 61 = x — 6. 

(b) Si x = 6, entonces jc — 6 = 0; luego, \x — 61 = 101 = 0. 

(c) Si x < 6, entonces x — 6 es negativo y tenemos que lx — 61 = — (x — 6) = 6 — x 


Para cualquier numero real x y su negativo, —x, la distancia al origen es la misma. Es 
decir Ixl = I— x\. Esta es una de las propiedades especiales del valor absoluto, las 
cuales describimos en el siguiente cuadro. 
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Propiedades del valor absoluto 


(i) 

(ii) 

(iii) 

(iv) 

(v) 


\x\ > 0 

Ijc| = 0 si y solo si x = 0 
x| = I —at! 


= M \y\ 


Definir estas propiedades con palabras es una fonna de aumentar su comprension de 
ellas. Por ejemplo, la propiedad (i) dice que el valor absoluto de una cantidad es siempre no 
negativa. La propiedad (iv) dice que el valor absoluto de un producto es igual al producto de 
los valores absolutos de los dos factores. 

Otra propiedad importante del valor absoluto es la desigualdad triangular. 


\a + b\ s |a| + \b\ 


DISTANCIA ENTRE PUNTOS 

El concepto de valor absoluto no solo describe la distancia de un punto al origen; tambien es 
util para hallar la distancia entre dos puntos en la recta numerica. Debido a que deseamos 
describir la distancia como una cantidad positiva, restamos una coordenada de la otra y 
luego sacamos el valor absoluto de la diferencia. 


DEFINICION 3 - 

Si a y b son dos puntos en la recta numerica, la distancia de a a b es 

d{a, b) = \b — a\ 


(Vease la figura 7). 


d(a , b) = \b — fl| 

/- A —S 

- • - • - 

a b 

FIGURA 7 


EJEMPLO 6_ 

(a) La distancia de —5 a 2 es 

d{~ 5, 2) = |2 - (-5)| = 7 

(b) La distancia de 3 a VT es 

d( 3, V2) = |V2 - 3| = 3 - V2 


Vemos que la distancia de a a b es la misma que la distancia de b a a, ya que mediante la 
propiedad (iii) 

d{a, b) = \b - a\ = |-(b - a)| = \a - b\ = d(b, a) 

Asi, d{a, b) = d(b, a) 
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COORDENADA DEL PUNTO MEDIO 


La definici6n 3 puede utilizarse para hallar una expresidn para el punto medio de un seg- 
mento de recta. (Vease problema 96). 

El punto medio m de un segmento de recta que une a a y b es el promedio de los dos 
extremos: 


d(a, m) = d(m, b) 


—•- 

a 

-#- 

m 

- • 

b 

FIGURA 8 




d(-2j) 

A 

= 5 = d(i 5) 

A 

_ 0 _ 

^ a 

-2 

W • w 

1 5 

FIGURA 9 



/ l 

_A _A._ 


-v- 


a 

m = 4 

b 

, _ 


_, 

r 

7 


(Vease figura 8). 


m = 


a + b 
2 


(3) 


EJEMPLO 7_ 

A partir de (3), el punto medio del segmento de recta que une los puntos 5 y — 2 es 

5 + (-2) _ 3^ 

2 ~ 2 


(Vease figura 9). 


EJEMPLO 8_ 

El segmento de recta que une aayb tiene punto medio m = 4. Si la distancia de a a b es de 
7, halle ay b. 

Solucion. Como observamos en la figura 10, ya que m es el punto medio, 

/ = d(a, m) = dim, b) 

Entonces, 21 = 1 6 l = l. Ahora tenemos que 

a = 4 ~l = k 


FIGURA 10 


y 


b = 4 + l = ¥ 


EJERCICIO 1.2 


1. Dibuje una recta num6rica y localice en ella los siguientes 
puntos: 

0, -i, 1, -1, 2, -2, |, 2.5 

2. Dibuje una recta numerica y localice en ella los siguientes 
puntos: 

0, 1, - 1 , A/2, -3, —V2 + 1 

En los problemas 3 al 10, escriba la proposition como una 
desigualdad. 

3. x es positivo 

4. y es negativo 

5. x + y es no negativo 


6. a es menor que — 3 

7. b es mayor o igual que 100 

8. c — 1 es menor o igual que 5 

9. It — II es menor que 50 

10. Is + 41 es mayor o igual que 7 

En los problemas 11 al 16 compare las parejas de numeros utili- 
zando la relation de orden “menor que”. 

11. 15, -3 12. -9, 0 

13. i 1.33 14. -A, -A 

IS. 77, 3.14 16. 1.732, V3 
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En los problemas 17 al 22, compare las parejas de numeros 
utilizando la relacion de orden “mayor o igual que”. 


17. -2, -7 
19. 2.5, f 
21 . ffi , 2.6 


18. -0.143 

20. 0.333, i 
22. V2, 1.414 


En los problemas 23 al 44, halle el valor absolute. 


23. |7| 


25. |22| 



29. |-V5| 

31. | TT — 4| 

33. |6 - 2| 

35. | 6| - | 2| 
37. |3 - V5| 
39. |V7 - 8| 

41. |V5 - 2.3| 

43. |6. 28 - 2tt\ 


24. 

26. 


-7| 

22 

7 


28. |V5| 


30. 

32. 

34. 


36. 

38. 


40. 


42. 


44. 


|0.13| 

|2-6| 

l|2| - |6|| 

|V5-3| 

8 — V7| 
|-(V7 - 8)| 



|vT7 - 4.123| 


En los problemas 45 al 56, escriba la expresion sin utilizar los 
simbolos del valor absolute. 


45. 

47. 

49. 

51. 

53. 


55. 

57. 

58. 

59. 

60. 


|/*|. si h es negativo 46. 
|* — 2\, si x < 2 48. 

I* - 2|, si x > 2 50. 

|5 — x\, si x = 5 52. 

I* ~ y\ ~ \y ~ -*1 54. 

4, t ^ 0 56. 


|— h\, si h es negativo 
\x - 2|, si x = 2 
si x < 5 
si x > 5 


|5 -x\, 
|5 - x\, 

\*-y\ 


b-*\ 

|z| 


x ^ y 


Z 5^ 0 


(,Para que valores de x es verdad que x £ Ixl ? 

(,Para que valores de x es verdad que x = \x\ ? 

Utilice la definicion 2 para probar que \xy I 
para cualquier numero real x y y. 

Utilice la definicion 2 para probar que \xly\ 
para cualquier numero real x y cualquier numero real y diferen- 
te de cero. 


= Ltl lyl 
= . 1*1/ly I 


En los problemas 61 al 68, responda falso o verdadero para 
cualquier numero real a. 


„ la • al 

61. —j—:— = |a|, o/0_ 62. a > — 1 _ 

M 

63. — |a| |a| _ 64. —a -- a _ 

65. a |a| _ 66. — |a| < a _ 

67. Si x < a y a < z, entonces x < z. _ 

68. |a + l| < |a| + 1_ 

En los problemas 69 al 76, (a) halle la distencia entre los puntos 
dados y (b) halle la coordenada del punto medio del segmento 
de recta que une los puntos dados. 

69. 7, 3 70. 2, 5 


71. 0.6, 0.8 
73. -5, -8 
75. |, -i 


72. -100, 255 
74. 6, -4.5 
76. -i, t 


En los problemas 77 al 84, m es el punto medio del segmento de 
recta que une a a (el punto final a la izquierda) y b (el punto 
final de la derecha). Utilice las condiciones dadas para hallar 
los valores indicados. 

77. m = 5, d(a, m) = 3; a, b 

78. m = — 1, d(m, b) = 2; a, b 

79. m = 2, d(a, b) = 7; a, b 

80. m = V2, d(a, b) = 1; a, b 

81. a — 4, d(a, m) = it\ b, m 

82. a = 10, d(b, m ) = 5; b, m 

83. b = —3, d(a, b) = V2; a, m 

84. b - —f, d(a , b) = i; a, m 


En los problemas 85 al 92, determine cual proposicion de la ley 
de la tricotomfa (a < b, h < a, o a = b) se cumple para las 
siguientes parejas de numeros a, b. 


85. 
_ 87. 


89. 

91. 

93. 


94. 

95. 


96. 


97. 


98. 


( 10 )( 10 ), 100 
TT , 3.14 
0.63 
V2, 1.4 


86 . V3 - 3, 0 
88 . | —15|, 15 
90. I 0.2 
92. -V2, -1.4 


^,En que condiciones se cumple la igualdad en la desigualdad 
triangular, es decir, cuandoes verdad que la + bl = lal + 


Ibl? 


Utilice la desigualdad triangular para probar que la — 61 < 
lal + IW. 


Utilice la desigualdad triangular para probar que la — bl 
lal — 161. [ Sugerencia: a = (a — b) + b\. 

Pruebe la formula del punto medio (3) 

Greg, Tricia, Ethan y Natalie viven en la Calle Real. Tricia 
vive a una milla de donde vive Greg, y Ethan vive a una milla 
y media de donde vive Tricia. Natalie vive a medio camino 
entre Ethan y Tricia. ^Que tan lejos vive Natalie de Greg? 
[Sugerencia: hay dos soluciones], 

Una compania que poseia una planta manufacturera cerca de 
un rfocompro dos plantas manufactureras adieionales, una a x 
millas rlo arriba y la otra a y millas rfo abajo. Ahora la compa¬ 
nia desea construir una planta procesadora ubicada de tal ma- 
nera que la distancia total para el embarque desde la planta 
procesadora hasta las tres plantas manufactureras sea minima. 
Utilice la desigualdad triangular para demostrar que la planta 
procesadora debe construirse en el mismo sitio de la primera 
planta manufacturera. 

[Sugerencia : piense que las plantas estan situadas en 0, x y — y 
en la recta numerica. (Vease figura 11). Utilizando valores 
absolutes, halle una expresion para la distancia total de embar¬ 
que si la planta procesadora se coloca en el punto d]. 


Planta 
original 

Planta 
adicional 

— y 0 d x 

FIGURA 11 




Planta 

procesadora 


Planta 

adicional 
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Exponentes enteros 


EXPONENTES 

Creemos que es mas conveniente escribir una suma repetida x + x + x + x de forma 4x. De 
igual forma, podemos escribir el producto repetido x ■ x ■ x de manera mas efectiva, utili- 
zando exponentes. En particular x ■ x ■ x = x 3 . En general, para cualquier numero real x y 
para cualquier entero positivo n, el simbolo x n , que se lee como "x a la enesima potencia”, 
representa el producto de n factores de x. Asf, 

n factores 

xf = x ■ X ■ ■ ■ X 

para cualquier entero positivo n. En la expresion x",n se denomina exponente 6 potencia de 
x y x se denomina base. Por ejemplo, 

5 2 = 5 • 5 = 25 

y y 3 = y-y-y 


Tambien, para cualquier entero positivo n, definimos 


Entonces, por ejemplo. 




.i^O 


y 




" 8 

1 

1 

10,000 


10,000 


Finalmente, para cualquier base x diferente de cero, definimos 

x° = 1 

(Vease el problema 93 para obtener la razon fundamental de esta definicion). Entonces, 
2° = 1 y (V2 + V3)° = 1 
Notemos que 0° es indefinido. 


Nota de advertencia: es importante reconocer la diferenciaentre 5X 3 y (5 jc) 3 . Los pardn- 
tesis indican que el exponente 3 se aplica a 5.x y no solo a x. En otras palabras, 

5.x 3 = 5 • x • x ■ x y (5x) 3 = 5x ■ 5x ■ 5x = 125.x 3 
De igual forma, 

-3 4 = -(3 ■ 3 • 3 • 3) = -81 y (—3) 4 = ( —3)(—3)(—3)( —3) = 81 
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LEYES DE LOS EXPONENTES 

Se han establecido varias reglas para combinar potencias, llamadas leyes de los exponen- 
tes. Como ejemplo simple, consideremos el producto 3 2 • 3 4 . A1 contar los factores obser- 
vamos que 


2 factores 4 factores 6 factores 

3 2 ' 3 4 = (3~3)(3 • 3 • 3 ■ 3) = 3 • 3 • 3 • 3 • 3 • 3 
= 3 6 = 3 2+4 

es decir, 3 2 • 3 4 = 3 2+4 

En general, si x es cualquier numero y m y n son enteros positives, entonces, 

x m x n = x ■ x ■ x ■ x ■ x -x = x • x • ■ • x = x m ^"- 
m factores n factores m + n factores 

Cuando tanto m como n son negativos, los factores se cuentan de ia misma forma, aunque 
esten en el denominador de la fraccion resultante. Si m ^ 0 y n es negativo, tenemos que n = 
—q, donde q > 0. Entonces, 

m factores 
x ■ X ■■ X 
x ■ X ■■■ X 
q factores 

Despues de que todos los factores posibles han side cancelados, bien quedan en el numera- 
dor m — q factores o q — m factores en el denominador. En el primer caso, 

— x m x~q ~ x m ~q — x m + n 


x m 

X m X n = X m X~‘ l = — = 
X“ 


y en el segundo caso, 


=- xx 


-Q — 


— x ~(q-m) _ 


X?~ 


Por un argumento similar, puede verificarse que x m x n = x m + n si m es negativo yn>0. 
Esta y otras formulas que involucran a los exponentes estan en la lista a continuacion: 
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A1 formular estas leyes, cada vez que xoyse dan en el denominador o con un exponen- 
te negativo, x o y deben ser diferentes de cero. 

En los siguientes ejemplos ilustramos cada una de las leyes de los exponentes. 



(a) a 5 a 4 = a s+4 = a 9 


~Par a ^(ii) | 

(b) (fc 3 r 2 = &3(-2) = ^ = ± 



Las leyes de los exponentes son litiles para simplificar expresiones algebraicas, como 
veremos en el siguiente ejemplo. 


EJEMPLO 2 


(—6xy 2 ) 3 

xV 

Solucion. Mediante las leyes de los exponentes tenemos que 

(—6ry 2 ) 3 (-6 )V(y 2 ) 3 

x 2 / xV 

216x 3 y 6 

xV 

= -216x 3 "V“ 5 

= — 216xv 
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NOTACION CIENTIFICA 

Los exponentes enteros con frecuencia se utilizan para escribir numeros muy grandes o muy 
pequenos de una forma conveniente. 

Cualquier numero real positivo puede escribirse en la forma 

a x 10" 

donde 1 < a < 10 y n es un entero. Decimos que un numero escrito asi esta en notation 
cientifica. Por ejemplo. 


1,000,000 = 1 x 10 6 

y 0.0000000537 = 5.37 x 10” 8 

La notacion cientifica es mas titil en quimica y ffsica, donde ocurren con frecuencia 
numeros como 

92,900,000 = 9.29 x 10 7 

y 0.000000000251 = 2.51 X lO' 10 

% 

estos numeros son la distancia promedio de la Tierra al Sol expresada en millas y el prome- 
dio de vida de una particula lambda en segundos, respectivamente. Los numeros como estos 
ciertamente son mas facil de escribir y de recordar cuando se dan en notacion cientifica. 
Ademas, las expresiones que contienen numeros que estan escritos en notacion cientifica 
son simplificados mas facilmente. Esto se ilustra en el siguiente ejemplo. 


EJEMPLO 3___ 

Halle el valor de 

(4000) 3 ( 1,000,000) 

(20,000,000) 5 

Solution. Escribimos los numeros en notacion cientifica y luego utilizamos las leyes ex- 
ponenciales para simplificar la expresion: 

(4000) 3 ( 1,000,000) (4 x 10 3 ) 3 (1 x IQ 6 ) (4 3 )(10 3 ) 3 10 6 

(20,000,000) 5 “ (2 x 10 7 ) 5 ~ 2 5 (10 7 ) 5 

64(10 9 )(10 6 ) 

32(10 35 ) 

= 2 x 10 _2 ° = 0.00000000000000000002 


La mayoria de las calculadoras convierten automaticamente un numero en notacion 
cientifica cuando este es muy grande o muy pequeno como para ser expresado en forma 
decimal. Por ejemplo, el numero 1.234 x 10 15 requiere 16 di'gitos para su forma decimal 
pero, ya que pocas calculadoras pueden expresar mas de 10 di'gitos, el signo de multiplica- 
cion y la base 10 no se muestran. Entonces, el numero 

1.234 x 10 15 


aparece como 

1•2 3 4 15 
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y el numero 


se expresa asf 



En muchas calculadoras es posible utilizar la notacion cientifica cuando se ingresa un 
numero. Consulte el manual de su calculadora para mayores detalles. 


DIGITOS SIGNIFICATIVOS 

La mayoria de las aplicaciones de las matematicas en el mundo real incluyen medidas que 
estan sujetas a error y, en consecuencia, se consideran aproximaciones. Podemos describir 
la exactitud de una aproximacion estableciendo cuantos digitos significativos tiene. 
Supongamos que el resultado de una medida se exprese en notacion cientifica 

x = a x 10", donde l ^ a < 10 

y se sabe que los digitos en a son exactos (excepto, posiblemente, el ultimo digito, el cual 
puede ser aproximado si el numero fue redondeado). Si a contiene k lugares decimales (es 
decir, k digitos a la derecha del punto decimal), entonces se dice que x tiene k + 1 digitos 
significativos. Segun esta convencion, 

2.0285 x 10 23 

tiene cinco digitos significativos y 

9.30 x 10- 20 

tiene tres digitos significativos. 


EJEMPLO 4_ 

Un ano luz es la distancia recorrida por la luz en un ano de la Tierra (365.25 dias). La 
velocidad de la luz es 3.00 x 10 5 kilometros por segundo (exacto para tres digitos significa¬ 
tivos). Halle la distancia de un ano luz en kilometros. 

Solucion. Para determinar la distancia de un ano luz en kilometros multiplicamos la velo¬ 
cidad de la luz en kilometros por segundo por el numero de segundos en un ano de la Tierra. 
Primero hacemos la conversion de un ano de la Tierra a segundos: 


_ horas minutos 

1 ano de la Tierra « 365.25 dias x 24 - X 60- x 60 

dias hora 


segundos 

minuto 


Entonces, la distancia de un ano luz en kilbmetros esta dada por 

3.00 X 10 5 X 365.25 x 24 X 60 x 60 = 9.47 x 10 12 km 
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Nota de advertencia: es error comun simplificar Vx^como x; esto es valido solamente 
para x no negativa. Por ejemplo, si x = —3, vemos que 

V(-3) 2 = V9 = 3> —3 

El resultado correcto lo da (ii) de las leyes de los radicales: 

V(-3) 2 = | — 3| = 3 


EJEMPLO 3 


Simplifique cada una de las siguientes expresiones: 


(a) A/ / 2x 2 y 3 V4xz 3 


(b) 


</32a'°b 16 


Solucion. (De una razdn para cada una de las igualdades que aparecen a continuation). 

(a) V / 2x 2 y 3 'S/ / 4xl 3 = ^ 8x 3 y 3 z 3 = '\/'(2xyz) 3 = 2xyz 

_ l _ 

(b) - 4 —= — = </\6a*b' 6 = V(2 a 2 b*) A = 2 a 2 b 4 

v2a~ 


Como acabamos de ver, las leyes de los radicales (iii) y (iv) nos permiten simplificar 
los productos y cocientes de los radicales que tienen el mismo fndice. Con frecuencia pode- 
mos simplificar sumas y diferencias de radicales que tienen el mismo fndice mediante el uso 
de las leyes distributivas, como se muestra en el siguiente ejemplo. 


EJEMPLO 4_ 

Simplifique cada una de las siguientes expresiones: 

(a) VTo - V® + V9Q*Y 

(b) 

s 

Solucion 

(a) VlO - V4Q? + V90x 4 y 8 = VTo - 2x 2 VTo + 3x 2 y 4 VlQ 

= VT0(1 -2x 2 + 3x 2 y 4 ) 

(b) + VxV = 2x^x + xy^x 

= x^(2 + y) 

RACIONALIZACION DE R f^CALES 

r w..., , - 

Cuando quitamos los radicales del numerador p del denominador de un fraccionario, deci- 
mos que estamos racionalizando. En algebra, normalmente racionalizamos el denomina¬ 
dor pero, en calculo, a veces es importante racionalizar el numerador. El procedimiento de 
racionalizacion implica la multiplication del fraccionario por 1, escrito en forma especial. 
Por ejemplo: 

1 

11 V5 _ V5 
V5 V5 V5 5 
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EJEMPLO 5_ 

Racionalice el denominador de cada una de las siguientes expresiones: 

V3 

(a) 


Solucion 

V3 _ V| V2 V6 
(a V2 V2 V2 ~ 2 

(b) Ya que V2 ■ (V2) 2 = V2 ■ V2 • V2 = 2, multiplicamos 

1 _ _l_ (S/2) 2 _ (S/2) 2 _ (//2) 2 _ Vi 
V> _ V> (S/2) 2 - (^ 2)3 2 ~~ 2 


Nota de advertencia: en el ejemplo 5(b), seria incorrecto tratar de racionalizar 1/ V/2 
multiplicando el numerador y el denominador por V2: 

1 S/2 S/2 , V2 

S/2' 2 


Si un fraccionario contiene una expresidn como VT + Vyi usamos el hecho de que el 
producto de VT + Vy"y su conjugada V7- V>Tno contiene radicales: 

(Vt + Vy)(Vx - Vy) = Vx(Vx - Vy) + Vy(Vx - Vy) 

= VcVt - VcVy + Vy Vt - Vy Vy 
= (Vi) 2 - Vty + Vxy - (Vy) 2 
= x -y 

El procedimiento se ilustra en los siguientes ejemplos: 


EJEMPLO 6_ 

Racionalice el denominador de la expresion 


Vi + Vy 

Solucion. Para eliminar los radicales del denominador, multiplicamos la expresion dada 
por 

Vi — Vy 
Vi - Vy 

Asi, 1 = 1 Vi- Vy = Vx - Vy 

Vi + Vy Vt + Vy Vc-Vy Jt - y 
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EJEMPLO 7_ 

Eli mine los radicales en el numerador de 

Vjc + h — Vx 

h 

Solucion. Ya que la conjugada del numerador es Vjc 4- h + Vcj procedemos asf: 

Vx+ h-Vx Vx + h + Vx _ (x + h) - x 

h Vjc + h + Vx h(Vx + h + Vjc) 

__ h _ 

h(Vx + h + Vjc) 

1 

Vx + h + Vx 


El metodo de racionalizacion que se ilustra en el ejemplo 7 ocurre con frecuencia en 
ealculo. 

EJEMPLO 8_ 


En las futuras estaciones espaciales se podra crear la gravedad artificial mediante la rotaciop 
de la estacion como una centrffuga gigantesca, rotacion que producira una fuerza contra los 
astronautas a bordo, que no se podra distinguir de la gravedad. El promedio de rotacion N, 
medido en rotaciones por segundo que se necesita para producir una aceleracion de a m/s 2 en 
un punto a r metros (m) del centro de rotacion esta dado por 


N = 


_ 1 _ 

277 


(Vease figure 12). Si el radio de la estacion es de 150 metros, calcule el promedio de rota¬ 
cion necesario para producir el equivalente de la gravedad de la Tierra. (La aceleracion 
debida a la gravedad en la Tierra es 9.8 m/s 2 ). 

Solucion. Identificamos a a = 9.8 y a r = 150 y obtenemos 


N ■ 


1 

277 


9.8 

150 


A1 usar las teclas | V~ | y | -n | en una calculadora, encontramos que 

N = 0.04 

Por tanto, se requieren aproximadamente 0.04 rotaciones por segundo (o su equivalente, 
2.4 rotaciones por minuto) para producir el equivalente de la gravedad de la Tierra. 


En todos los ejercicios suponga que todas las variables son posi- 3. V 100,000 
tivas. 5. Vo.0001 

En los problemas 1 al 32, halle el valor numerico del radical. V —M/ 27 

1. V—125 2. ViVi 9. y^rjv-' 



FIGURA 12 


.EJERCICIO 1.4 

4. Vl6 

6. V32 

8. V-1,000/8 

110a 2 

10 - 
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13. V0.25x 4 V? / 14. 

15. V4Sf?Vl6? 16. Vl6S 5 V2S 3 y’ 



18. 


VTB 

V5 


En los problemas 49 al 56, combine Ios radicales y simplifique. 

49. 4Vx + 3VS - 2Vx 50. V2 - V6 + V8 

51. 4 V 2 - Vl6 52. VSS + 3VS - VS? 

53. 3A/8? - V 18xy 2 + V32? 

54. Vx 4 yz — VS/z + Vxy? 



Vlab 1 

V49aV7F 


VAxyV2xy 2 


'0.0016 


22. V2\/4 


23. VvS 11 


24. VxV(j?y ) 2 


25. (-VSS?) 2 
27. V(-abc) 2 


29. V(-4 


28. - 


3 / -27jc> 


En los problemas 33 al 44, racionalice el denominador de la 
expresidn. 

1 V3 

33. —= 34. —p- 

Vff V2 

1 „ Va 

35. r 36. p 

Vx + 1 1 + Va 

V2 — V5 V3r V7 

V2 + V5 V3 + V7 

VS + Vy 1 

39. —p-p 40. —p-pr 

Vx - Vy Va - Vb 

.. 2 .. 1 


42 ‘ 


En los problemas 45 al 48, racionalice el numerador de la ex- 
presion. 

„ V2(x + h) - V2x 

45. --- 

„ Vx + h + 1 - Vx + 1 

47.- 

h 

„ V(x + h) 1 + 1 - Vx 2 + T 


1_1_ 

7m Vx 


[Sugerencia: primero combine los tdrminos 


en el numerador]. 


En los problemas 57 al 60, escriba una fdrmula para la cantidad 

que se da. Use notacion radical. 

57. La longitud s del lado dc un cuadrado es la rai'z cuadrada del 
area A. 

58. La longitud s de la arista de un cubo es la rai'z cubica del volu- 
men V. 

59. La longitud c de la hipotenusa dc un triangulo rectangulo es 
igual a la rai'z cuadrada de la suma de los cuadrados de las 
longitudes ayide los otros dos lados. 

60. La velocidad v de un satelite en una orbita circular alrededor de 
la Tierra es igual a la rai'z cuadrada del producto del radio r de 
la 6rbita y la aceleracion de cafda libre g en la 6rbita. 

61. Si un sat£lite da vueltas alrededor de la Tierra en una 6rbi- 
ta circular de radio r = 6.70 x 10 6 m, halle su velocidad v si 
v = R Vgir, donde 1$. es el radio de la Tierra y g es la acelera- 
ci6n de cai'da libre debida a la gravedad, en la superficie de la 
Tierra. (V6ase figura 13). Use los valores R = 6.40 x 10 6 m y 
g = 9.80 m/s 2 . 



FIGURA 13 

62. De acuerdo con la teoria de la relatividad de Einstein, la masa 
m de un objeto que se mueve a velocidad v es dada por 



donde m 0 es la masa del objeto en reposo y c es la velocidad de 
la luz. Halle la masa de un electron que viaja a la velocidad de 
0.6c si su masa en reposo es 9.1 X 10 fl kg. 

En los problemas 63 al 70, responda falso o verdadero. 

63. Va + b — Va + Vb, Ipara a,(i> 0 __ 

64. Vab — VaVb, para a, i> > 0_ 

65. Va 2 = a, para cualquier numero real a _ 

66. (VS) 2 = a, para cualquier numero real a _ 

67. Si n es impar, VS es definida para cualquier numero real 

x._ 

68. Si n es par, VS es definida para cualquier numero real x_ 

69. Vx 2 = Vx, para cualquier numero real x. _ 

70. V a 1 / b 2 = \alb\ para cualquiera de los numeros reales ay b, 

b * 0_ 
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1 . 

El concepto de la rafz enesima de un numero nos capacita para ampliar la definition de x" de 
exponentes enteros a exponentes racionales; y, como veremos, con frecuencia es mas facil 
trabajar con exponentes racionales que con radicales. 

Para cualquier numero real x y para cualquier entero positivo n, definimos 

x lln = Vic 

dado que \Tx sea un numero real. Asi, x >!, ‘ es simplemente otra forma de designar la rafz 
enesima principal 1 de x. Ademas, definimos 


para cualquier entero m tal que min sea la minima expresion. Se necesitaesta ultima defini¬ 
cion si la ley de exponentes (x r ) s = x r ' va a aplicarse a exponentes racionales. 


5 

W Exponentes racionales 


EJEMPLO 1_ 

(a) (25) 1/2 = V25 = 5 

(b) (64) 1/3 = V64 = 4 


EJEMPLO 2_ 

(a) (0.09) 5 ' 2 = [(0.09) 1 ' 2 ] 5 = (V0J)9) S 

= (0.3) 5 = 0.00243 

(b) (—27) —5/3 = [(—27) 1/3 ] -5 = 


Para x > 0, se puede demostrar que 

Sin embargo, para x < 0 y ciertas opciones de m y n, x Vn no es un numero real y, en 
consecuencia, (x Vn ) m no esta definida, aunque la expresion (x m ) >,n podna estar definida. 

De otra parte, si xf nln , (x ],n ) m y (x m ) </n cada uno representa un numero real, entonces 
todos son iguales. Como lo demuestra el siguiente ejemplo, cuando estas tres formas son 
iguales, una de ellas puede ser mas util que las otras dos al evaluar ciertas expresiones. 

EJEMPLO 3_ 

Aunque (125) 2/3 = ((125) ,/3 ) 2 = ((125) 2 ) l/3 , la evaluacion de 
((125) ,/3 ) 2 = 0/I25) 2 = 5 2 = 25 
se puede hacer mentalmente, mientras que 
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El siguiente ejemplo ilustra un caso en el cual x m/n , (x n ') ]l, \ y (x Vn ) m no son equiva- 
lentes. 


EJEMPLO 4_ 

Compare (a) x mln , (b) (jr" 1 ) 1 '" , y (c) (x' ln ) m para x = -9, m = 2y/i=2 

Solucion. A1 sustituir x = —9, m = 2 y n = 2, encontramos que: 

(a) x m,n = (— 9) 2 ' 2 = (— 9) 1 = -9 

(b) ( x m ) Vn = [(— 9) 2 ] 1/2 = 81 1/2 = 9 

(c) (jt 1/n ) m ='[(— 9) 1/2 ] 2 = (V— 9) 2 , que no es un numero real, ya que contiene la raiz 
cuadrada de un numero negativo. 


LEYES DE LOS EXPONENTES 

Las leyes de los exponentes que se dieron para los exponentes enteros en la seccion 1.3 
tambien son verdaderas para los exponentes racionales. 



Como se muestra en los ejemplos siguientes, estas leyes nos permiten simplificar 
expresiones algebraicas. Para el resto de esta seccion consideramos que todas las bases 
variables representan numeros positivos, de modo que todas las potencias racionales estan 
definidas. 


EJEMPLO 5 


Por(i)| 


(a) (3 .y 1/2 )(2x 1/5 ) = 3(2)jt 1/2 Jt 1/5 = 6x 1/2+1/5 
= 6x (5+2),1 ° = 6x 7/1 ° 
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IPor(iii) 




Por(ii> 

~77 


(b) (a 2 b~ 8 ) m = (a 2 ) m (b-y /4 = a 

V2 


8 \ l /4 — „ 2 / 4 ^- 8/4 

. n 

a 


Por(v) 


(C) 


jr^y 


1/2 


r l / 4 v 3/2 

x y 


^ 2 / 3 — 1 / 4 ^ 1/2 — 3/2 _ ^( 8 - 3 )/ 12^-1 


X 


5/12 


y 



/' 3 JC 3/4 \ 3 (3x 3/4 ) 3 3 3 (jc 3/4 ) 3 21x 9 ' 4 

( ) V V ' 3 ) ~ (/ /3 ) 3 ■ ( y /3 ) 3 “ y 


EJEMPLO 6_ 

Simplifique 

/5r 3/4 \ 2 /2r _3/2 
\ s 1 ' 3 / \ s m 

Solucion 


/5r 3/ “\ 2 /2r -3/2 \ 

(25r 3 ' 2 \ 

/ 2r _ 3/2 \ / 50r° \ 

V 5 ,/3 / \ 5 1 ' 2 / ” 

\ s 273 / 

\ s 1/2 / ' \ ,v 7/6 / 


Como veremos en los dos ejemplos siguientes, se pueden simplificar ciertas expresio- 
nes radicales mas facilmente si se vuelven a escribir usando exponentes racionales. 


EJEMPLO 7_ 

Escriba\/rVx como un solo radical. 

Solucion. Volvemos a escribir Vjc^x usando exponentes racionales y luego simplifi- 
camos: 

= (jcVjc ) 172 = (jc • jc 1/4 ) 1/2 

= (X 5 ' 4 ?' 2 = ^' 8 = V? 


EJEMPLO 8_ 

Escriba VT6/V2 como un solo radical. 

Solucion. Volvemos a escribir la expresion usando exponentes racionales: 

\^6 16 l/3 

V2 2 1/2 
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Luego, debemos encontrar una base comun para que podamos usar las propiedades de los 
exponentes racionales para simplificar la expresion. Ya que 16 = 2 4 , tenemos 


16 1/3 _ (2 4 ) 1/3 _ 2 4/3 
-7 }“ 2 1/2 ” 2 171 
= ^=>^32 


24 / 3 - 1/2 _ 25/6 


EJEMPLO 9_ 

Simplificar (S.OOO.OOO^C^O.OOOlrV 2 ). 

Solucion. Escribimos los numeros en notacion cientffica y usamos las leyes de los expo¬ 
nentes: 


(8,000,000) 2/3 V'0.0001r 8 t 12 = (8 x 10 6 ) 2/3 (1 x 10 -4 • r¥ 2 ) 1/4 

= 8 2/3 (10 6 ) 2/3 (10 -4 ) 1/4 (r 8 ) ,4 (r 12 ) 1/4 

= (Vsftio^oo-V* 3 

= (4 x lOVr 3 
= 4000r 2 r 3 


EJEMPLO 10_ 

Supongamos que parte de una propiedad costaba p dolares hace n anos. Si ahora cuesta q 
dolares, entonces el promedio de la tasa de inflacion anual r es dado por 



Halle el promedio de la tasa de inflacion anual para una casa que ahora vale US$500,000 si 
hace 12 anos se compro por US$80,000. 

Solucion. Primero identificamos/? = 80,000, q = 500,000 yn = 12. A1 sustituir, entonces 
obtenemos: 


_ / 500,000 \ 1/12 _ } 
r ~ \ 80,000 ' 

= 6.25 1/1Z - 1 

A1 usar la tecla | y x \ en una calculadora con y = 6.25 y x = 1/12, encontramos 

r ~ 0.165 

Por tanto, el promedio de la tasa de inflaci6n anual para esta propiedad ha sido 16.5% 


En la seccion 5.1 indicaremos cbmo se pueden definir las expresiones con exponentes 
irracionales tales como ox 17 . Las leyes de los exponentes tambi^n se pueden aplicar 

a los exponentes irracionales. 


www.elsolucionario.net 





CONCEPTOS FUNDAMENTALS DEL ALGEBRA 


35 


EJERCICIO 1.5 


Para todos los ejercicios siguientes suponga que todas las varia¬ 
bles son positivas. 


En|los problemas l al 8, vuelva a escribir la expresion usando 
exponentes rationales. 


1. '\fab 

3 __L_ 

(Vx) 4 
5. y/ x + y 
7. V* + Vx 


2. 'S/Tx 
4 * 4 /“ 

(V^) 3 

6. y/a^TV 

8 . 


En los problemas 9 al 16, vuelva a escribir la expresion usando 
notacidn radical. 


9. a m 

11. (3 a)* 3 
13. 3 + a 2 ' 3 


10. 2a 1/3 
12. 3a M 
14. (3 + a ) 2 ' 3 

16. (3 a)~ 3a 


En los problemas 17 al 22, encuentre los numeros indicados. 

17. (a) (49) 1/2; (b) (49)“ 1/2 

18. (a) (-8) 1/3 ; (b) (-8)' 1/3 

19. (a) (0.04) 7/2 ; (b) (0.04)' 7/2 

20. (a) 'b) 223 - (b) (A)" 2 ' 3 

21. (a) (27) 7/3 ; (b) (-27)' 7/3 

22. (a) (-fi) 3 ' 4 ; (b) (-fir 3/4 


En los problemas 23 al 48, simplifique y elimine cualquier expo- 
nente negativo. 


23. (4x i/2 )(3x ,/3 ) 
25. a 3/2 (4a 2/3 ) 
27. x l,2 x m x m 
29. (a 2 b 4 ) 1 ' 4 
(25x 11 
cd V3 


31. (25 x m y) 312 


33. 


35 


/ 2x 1/2 \ s 

\ z -U(,yVl) 

37. ((—27 a 3 b-y 3 ) 2 
39. (x m )(x- m fx m 
41. [5r 2/3 (x 4/3 ) ,/4 ] 3 

- l/3£2/9„l/6 n 9 


43 


45. 


[a~ 


9 c l/6]9 
1/6 l—2/3,6 _ 


[a m b- 2 ' 3 l 

ip V3 q m T ' 

( P~'q _2 ) ,/2 

47 (^T 

• VW/ 


24. (3w 3/2 )(7w 5/2 ) 

26. (~5x i )x 513 

28. (2a l/z )(2a l/3 )(2a l/6 ) 

30. (100;t 4 ) -3/2 


32. (4x 4 y'~ 6 ) 112 
4x ln 


34. 


(«*)'■ 


- (^r 


38. a ll 3 [a m (ab? l 3 b-' l 3 V a 
40. y 1/4 [ y ,/4 ( y ,, 2 ) -4 ] -i« 

42. [2z 1/2 (2z 1/2 )~ 1/2 ] 1/2 



En los problemas 49 al 56, vuelva a escribir la expresi6n como 
un solo radical. 


51. 


55. 


Vl</i 

50. 

V4V2 


C- 1 * 

ViT 

<f4 

52. 

^3 

VjcVt 

54. 


yfa 

56. 

V^Ty 

<Ta 



En los problemas 57 al 60, use notation cientifica para simplifi- 

car la expresidn. 

57. V0.000004(8,OOO) 2 ' 3 ) 100,000) 4 ' 5 

5g V40,000V8~000 

‘ ( 0.000004) 3/2 

59. (VVO.OOOOOlA 12 ) 5 

60. V( 160,000a 8 ' 3 ) 3 

61. El tiempo que requiere un pendulo simple para una oscilacion 
completa es aproximadamente T ~ 2tt(L/ g) 1 ' 2 , donde L es la 
longitud de la cuerda del pendulo y g es la constante gravita¬ 
tional. Use calculadora para aproximar el periodo de un p6n- 
dulo que tiene una cuerda de 10 pulgadas si el valor de g es 32 
pies/segundo 2 . Use unidades consistentes. 

62. El radio r de una esfera con volumen V esti dado por r = 
(3V74ir) l/3 . Use calculadora para hallar el radio de una esfera 
que tiene de volumen 100 cm 3 (centimetres cubicos). 

63. La velocidad del sonido v medida en pies por segundo a traves 
del aire de temperatura t grados Celsius esta dada por 

1,087(273 + i)" 2 

v =--- 

16.52 


Use calculadora para hallar la velocidad del sonido a traves del 
aire cuando la temperatura es de 20°C. 

64. Un arroyo de corriente ripida puede transportar partlculas mas 
grandes que uno de corriente lenta. Los estudios de laboratorio 




J 
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han demostrado que la velocidad crftica v, del agua que se 
necesita para que una particula arranque en la cuenca de un 
arroyo est£ dada por la formula 

v, = 0.152d 4/9 (G — l) 1 ' 2 

donde v se mide en metros por segundo, d es el diametro de la 
particula en milfmetros y G es la gravedad especffica de la 
particula. Halle la velocidad critica que se necesita para empe- 
zar a mover un grano de feldespato que tiene una gravedad 
especifica de 2.56 y un diametro de 3 mm. 


En los problemas 65 al 74, responda falso o verdadero. (Supon- 
ga que tod as las variables representan numeros positives). 


65. 

(z 2 + 25) 1/2 = z + 5 __ 

66. 

36x 1/2 

= 6\-x_ 

67. 

((—4) 2 ) 1 ' 2 = 4 _ 

68. 

[(-4) 

to 

to 

II 

1 

69. 

((-l)- 1 )-' = -1 _ 

70. 

(-ir 

‘(-I)' 1 = 1 — 

71. 

— 3/2 _ 1 

x* 3 ~ 

72. 

x 2/3 y“ 

2(3 _ | 



n 1/2 


73. 

(6 4 ' 3 ) 3 ' 4 = b __ 

74. 

P 

n-1'2 

= P - 


1 


I 

f 



Polinomios y productos notables 


VARIABLES 

Ya hemos encontrado conveniente usar letras tales comotoy para representar numeros; 
cada sfmbolo se llama variable. Una expresion algebraica es el resultado de llevar a cabo 
un numero finito de sumas, restas, multiplicaciones, divisiones o rafces en un grupo de 
variables y numeros reales. Los siguientes son ejemplos de expresiones algebraicas: 


x 3 - 2x 2 + Vx - IT, 


4xy — x J ly - 3~~ 

x + y ^ V x 5 y~ 2 + z 


A veces una expresidn algebraica representa un numero real solamente para ciertos 
valores de una variable. Al considerar la expresi6n Vx” encontramos que debemos tener 
x > 0 para que Vx represente un numero real. Cuando trabajamos con expresiones alge¬ 
braicas, suponemos que las variables son restringidas para que la expresi6n represente un 
numero real. El conjunto de valores permisibles para la variable se llama el dominio de la 
variable. Asf, el dominio de la variable en Vx es el conjunto de todos los numeros reales no 
negativos {xlx ^ 0}, y para 3/(x + 1) el dominio es el conjunto de todos los numeros reales 
excepto x = -1; es decir, {xlx # -1}. 

Si numeros especfficos se sustituyen por las variables en una expresion algebraica, el 
nfimero real que resulta se llama valor de la expresion. Por ejemplo, el valor de x 2 4- 2 y 
cuando x = lyy = 2es(l) z + 2(2) = 5. 


POLINOMIOS 

Ciertas expresiones algebraicas tienen nombres especiales. Un tnonomio en una variable es 
cualquier expresidn algebraica de la forma ax", donde a es un numero real, x es una variable 
y n es un entero no negativo. El numero a se llama coeficiente del monomio y n se llama el 
grado. Por ejemplo, 17X 5 es un monomio de grado 5 con coeficiente 17. La suma de dos 
monomios, tal como 6x + 3X 5 , recibe el nombre de binomio. Un polinomio es cualquier 
suma finita de monomios. Mas formalmente tenemos la siguiente definicion. 
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DEFINICION 4 i 

Un polinomio de grado n en la variable * es cualquier expresion algebraica de la 
forma 

a„x n + a n -\x"~ l + ■■• + a^x? + a x x + a 0 , a n ¥= 0 
donde n es un entero no negativo y a,, i = 0, 1 ... n son numeros reales. 


Ya que un polinomio en x representa un numero real para cualquier numero real x, el 
dominio de un polinomio es el conjunto de todos los numeros reales R. 

Los monomios a-? en el polinomio se llaman t£rminos del polinomio y el coeficiente a„ 
de la potencia mis alta de x se llama coeficiente principal. Porejemplo, dr 5 —lx? + 3x? - 1 
es un polinomio de grado 5 con coeficiente principal 6. Los tirminos de este polinomio son 
dr 5 ,—lx 3 ,3x? y — 1. El numero Oq se llama tdrmino constante del polinomio. Puede ser 0, 
como en el polinomio dx 2 — x. Si todos los coeficientes de un polinomio son cero, entonces 
el polinomio se llama polinomio cero y se denota con 0. 

Lospolinomios se pueden clasificar por sus grados, aunque al polinomio cero no se le 
ha asignado ningun grado. Se usan nombres especiales para describir los polinomios de 
menor grado, segun la lista que aparece en la siguiente tabla. 


POLINOMIO 

GRADO 

FORMA ESTANDAR 

EJEMPLO 

Constante 

0 

do (ao * 0) 

4 

Lineal 

1 

a x x + ao (ai ^ 0) 

3x - 5 

-\ x2 + X ~ 2 

Cuadr&tico 

2 

d2X 2 + d\X + do (a 2 # 0) 

Cubico 

3 

d 3 x 3 + dix 2 + a,x + a 0 (a 3 * 0) 

x 3 - 6x + V3 

Endsimo grado 

n 

d„x" + H-1- a ( x + ao (a n # 0) 

y - i 


Nota de advertencla: en cada t&mino en un polinomio, el exponente de la variable debe 
ser un entero no negativo. Por ejemplo: 



x 1 + x - 1 y x? - 2x m + 6 

no son polinomios. Sin embargo, 

3~'x 2 + 4 y 0.5X 3 + 6 1,3 x 

son polinomios, ya que los coeficientes pueden ser cualesquiera de los numeros reales. 


EJEMPLO 1_ 

Determine cuiiles de las siguientes expresiones algebraicas son polinomios. Si la expresion 
es un polinomio, dd su grado y su coeficiente principal. 

(a) x 2 + Vx - 1 

(b) Vl-x+^x 2 - 11 x 8 

(c) lx 5 - X 2 + ix + x -2 

(d) x 4 - x 2 
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Solucion. Ya que la variable en cada termino debe ser elevada a una potencia entera no 
negativa, (a) y (c) no son polinomios. Los polinomios en (b) y en (d) son del grado 8 y del 
grado 4, respectivamente. A1 escribir (b) en la forma estandar — 17x® + 3x? — x + V2 
vemos que el coeficiente principal es — 17. Ya que (d) esta en la forma estandar, el coeficien- 
te principal es 1. 


EL ALGEBRA DE LOS POLINOMIOS 

Ya que cada sfmbolo en un polinomio representa a un numero real, podemos usar las propie- 
dades del sistema de los numeros reales que se analizaron en la seccion 1.1 para sumar, 
restar y multiplicar polinomios. 


EJEMPLO 2__ 

Encuentre la suma de los polinomios x 4 — 3x 2 + lx — 8 y 2x 4 + x 2 + 3*. 

Solucion. A1 reorganizar los terminos y al usar las propiedades distributivas, tenemos 

(x 4 - 3x 2 + lx - 8) + (2x 4 + x 2 + 3x) 

= x 4 + 2x 4 — 3x 2 + x 2 + lx + 3x — 8 

= (1 + 2)x 4 + (-3 + 1 )x 2 + (7 + 3)x - 8 
= 3 jc 4 - 2X 2 + lOx - 8 


El ejemplo 2 indica que podemos sumar dos polinomios en x mediante la suma de los 
coeficientes de potencias iguales. Algunos estudiantes encuentran que es mas facil sumar 
polinomios por la alineacion de los terminos con potencias iguales de x en un formato verti¬ 
cal, como se muestra a continuacion: 

x 4 — 3X 2 + lx — 8 
2x 4 + x 2 + 3x 

3x 4 — lx 2 + lOx - 8 

La eleccion del formato por usar es simplemente un asunto de preferencia personal. Ge- 
neralmente, el formato vertical requiere mas espacio; por tanto, despues de esta seccion, 
usaremos el formato horizontal. 

Como lo muestra el siguiente ejemplo, la resta de polinomios se Ueva a cabo de una 
manera similar a la suma. 


EJEMPLO 3_ 

Reste 2X 3 — 3x - 4 de x 3 + 5X 2 - lOx + 6. 


Solucion. Al restar terminos con potencias iguales de x, tenemos 

x 3 + 5x 2 - lOx + 6 
~(2x 3 - 3x — 4) 

-x 3 + 5X 2 - 7x + 10 

Para llevar a cabo esta resta usando un formato horizontal, procedemos asi: 

(x 3 + Sx 2 - lOx + 6) — (2x 3 — 3x — 4) 

= x 3 + 5X 2 — lOx + 6 — 2x 3 + 3x + 4 (Propiedad distributiva) 

= (x 3 — 2x 3 ) + Sx 2 + ( — lOx + 3x) + (6 + 4) (Agrupacion de terminos iguales) 
= -x 3 + 5X 2 - 7x + 10 
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Nota de advertencia: iun error muy comun cuando se restan polinomios en forma hori¬ 
zontal es no aplicar la propiedad distributiva. Se debe cambiar el signo de cada termino del 
polinomio que se esta restando. 

—(Zx 3 - 3a - 4) = (- 1 )(2jc 3 — 3jc — 4) 

= ( — l)(Zx 3 ) + (-1)(-3a)' + (-1X-4) 

= -Zx 3 + 3a + 4 # -Zr 3 - 3jc - 4 


Para hallar el producto de dos polinomios, usamos las propiedades distributivas y las 
leyes de los exponentes, como muestra el siguiente ejemplo. 

EJEMPLO 4_ 

Multiplique a 3 + 3jc - 1 y 2x 2 - 4x + 5. 

Solution 

(a 3 + 3a - \)(2x 2 - 4.x + 5) 

= (a 3 + 3a - 1 )(Zx 2 ) + (a - 3 + 3a - 1)(—4a) + (a 3 + 3a - 1)(5) 

= (Za 5 + 6a 3 - Zc 2 ) + (-4a 4 - lZx 2 + 4 a) + (5a 3 + 15a - 5) 

Combinando terminos semejantes, encontramos el producto 

Za 5 - 4a 4 + 1 1a 3 - 14a 2 + 19a - 5 


Como en el ejemplo 4, cuando se multiplican dos polinomios debemos multiplicar 
cada termino del primer polinomio por cada termino del segundo polinomio. Se puede usar 
un formato vertical (con tal que conservemos los terminos semejantes alineados), de la 
siguiente manera: 

a 3 + 3a - 1 
Zx 2 - 4a + 5 



POLINOMIOS CON VARIAS VARIABLES 

Hasta ahora hemos considerado polinomios con una variable. Podemos tener polinomios 
con a o con otras variables, tal como 2y 2 - y + 5 o V"2 z 3 — 17, o con dos o mas variables. 
Un polinomio con las dos variables * y y es una suma de monomios (o terminos) de la forma 
ax n donde a es un numero real, xyy son las variables y n y m son enteros no negativos. 
Ejemplos: 

7 

5a - 2y, x 2 + xy - y 2 , 5A 3 y + Ay 2 - a + — 

Un polinomio con tres o mas variables se puede definir de manera similar. 

Sumamos, restamos y multiplicamos polinomios de varias variables usando las propie¬ 
dades de los numeros reales asf como lo hicimos para los polinomios con una variable. 
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EJEMPLO 5_ 

Sume xy 3 + - 3 y x 3 - y 3 + 3xy 3 - x 3 y. 

Solucion 

xy 3 + x 3 y - 3 
x 3 - y 3 + 3 xy 3 - x 3 y 

x 3 — y 3 + 4xy 3 + Ox^ - 3 = x 3 — v 3 + 4xy 3 - 3 


EJEMPLO 6_ 

Multiplique x + y y x 2 — xy + y 2 

Solucion 

(x + yXx 2 - xy + y 2 ) = x(x 2 - xy + y 2 ) + y(x 2 - xy + y 2 ) 
= x 3 - J^y + xy 2 + x 2 y ~ xy 2 + y 3 
= x 3 + y 3 


Podemos usar el formato vertical altemativamente 


x 2 - xy + y 2 


_ x + y 

x 2 y - xy 2 + y 3 
x 3 - x 2 y + xy 2 
x 3 + 0 x 2 y + Oxy 2 + y 3 


yCx 2 -xy +/) 
x(x* — xy + y 2 ) 


= x 3 + y 3 


Como muestra el ejemplo 6, cuando multiplicamos polinomios con varias variables, es 
mas facil identificar terminos semejantes si seleccionamos un orden para las variables y lo 
usamos consistentemente en cada termino. 

La division por un monomio usa las propiedades de las fracciones y las leyes de los 
exponentes, como se muestra en el ejemplo 7. La division de dos polinomios es mas compli- 
cada y se trata en el capftulo 4. 


EJEMPLO 7__ 

Divida 15xy 3 + 25x 2 y 2 - 5xy 2 por 5xy 2 . 

Solucion 

15xy 3 + 25x 2 y 2 - 5xy 2 _ 15xy 3 25x 2 y 2 _ 5xy 2 

5xy 2 5xy 2 5xy 2 5xy 2 

= 3y + 5x — 1 


PR0DUCT0S NOTABLES 

Ciertos productos de binomios ocurren tan frecuentemente que se debe aprender a recono- 
cerlos. A continuacion se da una lista de estos productos notables. Pueden verificarse 
ejecutando las multiplicaciones indicadas (v6anse problemas 87 - 93). 
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En cada uno de estos productos notables, Xo Y se pueden remplazar por otra variable, 
un numero o por una expresion mas complicada. 


EJEMPLO 8_ 

Encuentre cada uno de los siguientes productos. 

(a) (lx. + 3) 2 \r 

(b) (4x-^) 3 

Solution 

(a) A partir de (i) con X remplazada por Zx y Y remplazada por 3, tenemos: 

(lx + 3) 2 = (2jc) 2 + 2(2jc)(3) + (3) 2 
= 4jc 2 + \lx + 9 

(b) A partir de (v) con X remplazada por Ax y Y remplazada por 1 /jc 2 , tenemos 

( 4 , - Jj) 3 = (4,)’ - 3<4,)>(-i.) + 3<4,)(^) 3 - (Ar)’ 

3 12 1 
= 64.x 3 - 48 + -r - -r 

x 3 JC 6 


EJEMPLO 9_ 

Podemos aplicar (iii) dos veces al producto 


(2x + y)(2x - y)(Ax 2 + y 2 ) = [(2x + y)(2x - y)](Ax 2 + y 2 ) 

= (Ax 2 - y 2 )(4x 2 + y 2 ) 

= 16x 4 - y 4 


EJEMPLO 10_ 

Si observamos que el producto 

(jc 2 - y)(jc 4 + x 2 y + y 2 ) 


tiene la forma (vii), tenemos que 

(x 2 - y)(x 4 + x 2 y + y 2 ) = [(x 2 ) - y)][(x?) 2 + (x 2 )y + y 2 ] 

= U 2 ) 3 - y 3 


= x 6 - y 3 
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1 

Cuando mdltiplicamos dos polinomios Iineales, encontramos la siguiente formula de 1 

producto notable: I 

(vili) (ax + b)(cx + d) = acx 2 + (ad 4- be pc + bd J 

Esta regia de producto puede lograrse mentalmente segun el esquema que se presenta 1 



Sume los productos 

I, I 

acx~ + (ad + bc)x + bd FIGURA 14 


EJEMPLO 11_ 

Ox - 2)(x -i) = UV* 2 + [($)(-£) + (~2)(l)]x + (-2)(-i) 

= ix 2 + (-§ - 2)x + § 

= 2 r 2 _ 20 , 2 
3 * 9 ■* ~T 3 


A primera vista, algunos productos parecen no ser de la forma 

(ax + b)(cx + d) 

cuando, de hecho, si lo son. Sin embargo, con practica cualquiera llegara a adquirir habili- 
dad para reconocerlos. 

EJEMPLO 12_ 

(5X 2 + 2)(x 2 - 4) = 5(1 Kx 2 ) 2 + [5(— 4) + 2d)]* 2 + 2(-4) 

= 5x 4 + (-20 + 2)x 2 - 8 
= 5x 4 - 18* 2 - 8 


EJEMPLO 13_ 

(2Vx + \)(dVx - 3) = 2(4)(Vx) 2 + [2(—3) + 1(4)] V* + l(-3) 
= 8x - 2Vx - 3 


Cuanto mas familiarizados nos encontremos con estos productos notables (i) - (viii), 
mas facilmente entenderemos la factorization, que se tratard en la siguiente seccidn. 
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94. Escriba un polinomio en las variables r y s para el area de la 
regidn (un rectlngulo con extremos semicirculares) que se 
muestra en la figura 15. 




FIGURA 15 


95. Escriba polinomios en la forma estandar para (a) el volumen y 
(b) el £rea de la superficie del objeto que se muestra en la 
figura 16. 


FIGURA 16 


10 


96. Si se suman un polinomio de grado 2 y uno de grado 3, ^cual es 
el grado del polinomio resultante?, <cudl es el grado de su 
producto? 

97. iQu6 se puede decir acerca del grado de la suma de dos polino¬ 
mios de grado ril, ^de su producto y de su diferencia? 


■ 7 Factorizacion 

En la seccion anterior multiplicamos polinomios. Ahora, invertimos el procedimiento y 
tratamos de escribir un polimonio como producto de otros polinomios. Este proceso se 
llama factorizacion y cada polinomio en el producto se llama factor del polinomio original. 
Por ejemplo, 3a 2 y x 2 4- 2 son factores de 3jc 4 + 6x 2 porque 

3x 4 + 6a 2 = 3x 2 (x 2 + 2) 

Generalmente, buscamos factores polinomicos de grado 1 6 mayores. 

A1 factorizar, a veces podemos remplazar una expresion complicada por un producto 
de factores lineales. Un ejemplo es: 

5a 3 + 6a 2 — 29x — 6 = (5 a + 1)(a — 2)(a + 3) 

Por tanto, la factorizacion puede ser muy util para simplificar expresiones. Como veremos 
en el capftulo 2, es particularmente 6til para resolverecuaciones. En general, el primer paso 
en la factorizacion de cualquier expresirin algebraica es determinar si los terminos tienen un 
factor comun. 



EJEMPLO 1_ 

Factorice 6ix 4 y 4 — 4 a 2 >> 2 + 10\/2xy 3 — 2xy 2 . 

Solucion. Ya que 2 a >’ 2 es un factor comun de los terminos, tenemos que 

6 a 4 >> 4 - 4 a 2 y 2 + loVlxy 3 - 2a >’ 2 

= 2asv 2 (3aV) - 2xy 2 (2x) + lxy 2 {5Vly) - 2Ay 2 (l) 
= 2Ay 2 (3A 3 y 2 - 2 a + 5V2 y - 1) 


Cuando los terminos de una expresion no tienen un factor comun, aun podrian factori- 
zarse agrupando los tdrminos de una manera apropiada. 
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EJEMPLO 2_ 

Factorice x 2 + 2xy — x — 2y. 

Solucion. A1 agrupar los dos primeros terminos y los dos ultimos da 

x 2 + 2xy — x — 2‘.y = (x 2 + 2xy) + (—jc - 2y) 

= x(x + 2y) + (-1)(jc + 2y) 

Observamos el factor comun x + 2y y completamos como 

x 2 + 2xy - x - 2y - (x - 1)(jc + 2y) 


FORMULAS DE FACTORIZACION 

Mediante la inversion de las formulas de productos notables de la seccion 1.6, tenemos las 
siguientes formulas importantes de factorizacion. 



Hemos usado mayusculas en estas formulas para poner en claro nuestro trabajo cuando 
las aplicamos. 


EJEMPLO 3,_ 

Factorice 16jt 4 y 2 - 25. 

Solucion. Esta es la diferencia de dos cuadrados. Asi, a partir de (iii) con X = 4x 2 y yV=5 
tenemos: 

16jcV - 25 = (4x 2 y) 2 - (5) 2 

= (4 x 2 y - 5)(4 x 2 y + 5) 


EJEMPLO 4_ 

Factorice 8a 3 + 21b 6 . 

Solucion. Ya que 8a 3 + 21b 6 es la suma de dos cubos, se puede factorizar usando (iv). Si 
identificamos X = 2a y Y = 3b 2 , entonces 
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8a 3 + 27 b 6 = (2a) 3 + (3 b 2 ) 3 

= (2a + 3b 2 )[(2a) 2 - (2a)(3b 2 ) + (3b 2 ) 2 ] 
= (2a + 3b 2 )(4a 2 - 6ab 2 + 9b 4 ) 


Observese que las formulas (iii) - (v) indican que la diferencia de dos cuadrados y la 
suma y la diferencia de dos cubos siempre se factorizan mientras no liinitemos los coeficien- 
tes al conjunto de los enteros. Por ejemplo, al usar (iii) para factorizar x 2 — 5, identificamos 
X = x y Y = VF, de modo que 

x 2 - 5= x 2 - (V5) 2 

= (x- V5)(x + V5) 

Sin embargo, para el resto de esta seccion buscaremos unicamente factores polinomicos con 
coeficientes enteros. 

FACTORIZACION DE POLINOMIOS CUADRATICOS (DE SEGUNDO GRADO) 

A veces es posible factorizar los polinomios cuadr&ticos ax 2 + bx + c, donde a, by c son 
enteros, como 


(Ax + B)(Cx + D) 

donde A, B, C y D son tambien enteros. 

Inicialmente, para simplificar nuestra exposition suponemos que el polinomiocuadra- 
tico tiene como coeficiente principal a = 1. Si x 2 + bx + c tiene una factorizacidn usando 
coeficientes enteros, entonces sera de la forma 

(x + B)(x + D) 

donde B y D son enteros. Al hallar el producto y al comparar los coeficientes, 

B + D = b _ 

(x + B)(x + D) — x 2 + (5 + D)x + BD = x 2 + bx + c 

t_ S 

BD = c 


vemos que 


B + D — b y BD = c 


Asf, para factorizar jc 2 + bx + c con coeficientes enteros, hacemos una lista de todas las 
factorizaciones posibles de c como producto de dos enteros By D. Entonces, comprobamos 
cual de las sumas de B + D es igual a b. 


EJEMPLO 5_ 

Factorice x 2 - 9x + 18 

Solucibn. Con b = —9 y c = 18, buscamos los enteros B y D tales que 
B + D = -9 y BD = 18 

Podemos escribir 18 como un producto BD en las siguientes formas: 

1(18), 2(9), 3(6), (—1)(—18), (—2)(—9), o (-3)(-6) 

Ya que — 9 es la suma de —3 y —6, la factorizacion es 
x 2 — 9x + 18 = ft — 3)(* — 6) 
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Notese que siempre es posible comprobar una factorizacion mediante la multiplicacion 
de los factores. 

EJEMPLO 6_ 

Factorice x 2 + 3x - I 

Solucion. Se puede escribir el numero — 1 como producto de dos enteros BD solamente en 
una forma, a saber: (—1)(1). Ya que la suma 

B + D = -1 + 1*3 

x 2 + 3x — 1 no se puede factorizar usando coeficientes enteros. 


Es mas complicado factorizar el polinomio cuadratico general ax 2 4- bx + c, con 
a # 1, ya que debemos considerar los factores de a asf como los de c. 

Hallando el producto y comparando los coeficientes 


AC = a 

j _ BD = c 

(Ax 4- B)(Cx + D) = ACx 2 4- (AD 4- BC)x + BD = ax 2 + bx + c 

X _t 

.40 + BC = b 

vemos que ax 2 + bx + c se factoriza como (Ax + B) (Cx + D) si 
AC — a, AD + BC — b, y BD = c 


EJEMPLO 7_ 

Factorice 2 jc 2 + 11 x — 6 ■ 

Solucion. Los factores seran 


(lx + _ )(1jc + _) 

donde los espacios en bianco se deben llenar con un par de enteros By D cuyo producto BD 
es igual a —6. Los pares posibles son: 

1 y -6, —1 y 6, 3 y -2, —3 y 2 

Ahora debemos comprobar para ver si uno de los pares da 11 como valor de AD + BC (el 
coeficiente del termino medio), donde A — 2 y C = 1. Encontramos que: 

2(6) + 1(-1) = 11 

por tanto, 2x 2 + 1 lx — 6 = (2x — l)(x + 6) 


Este metodo general se puede aplicar a expresiones de la forma ax 2 + bxy + cy 2 , 
donde a, b y c son enteros. 

EJEMPLO 8_ 

Factorice 15x 2 + 17xy + 4y 2 . 

Solucion. Los factores podrlan tener la forma 

(5x + —y)(3x + — y) o (15x + — y)( lx + —y) (6) 
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No se necesita considerar los casos 

(-5* + —y)(~3x + —y) y (-15x + —y)(-x + —y) 

(iPot que?) 

Los espacios en bianco en (6) se deben llenar con un par de enteros cuyo producto sea 4. 
Los pares posibles son: 

1 y 4, —1 y —4, 2 y 2, -2 y-2 

Comprobamos cada par con las formas posibles en (6) para vercual combinacion, si es que 
hay alguna, nos da un coeficiente de 17 para el termino medio. Encontramos que 

15x 2 + 17xy + 4y 2 = (5x 4- 4y)(3x + y) 


EJEMPLO 9_ 

Factorice 2t 4 + 11 t 2 + 12. 

Solucion. Siendo A" = t 2 , podemos considerar esta expresion como un polinomiocuadrati- 
co en la variable X. 

ZX 2 + 11X 4- 12 

Entonces, factorizamos este polinomio cuadratico. Los factores tendran la forma 

(X + — )(ZX + _) (7) 

donde los espacios en bianco se deben llenar con un par de enteros cuyo producto sea 12. 
Los posibles pares son 

1 y 12, —1 y —12, 2 y 6, -2 y -6, 3 y 4, -3 y-4 

Comprobamos cada par con (7) para ver qub combinacion, si la hay, nos da un coeficiente 
de 11 para el termino medio. Encontramos que 

2X 2 + 11X + 12 = (X + 4)(2X + 3) 

La sustitucibn de t 2 por X nos da 

2? 4- 11 1 2 + 12 = (r 2 + 4)(2 1 2 + 3) 


En el ejemplo anterior se debe verificar que ni i 2 + 4 ni 2? + 3 se pueden factorizar 
usando coeficientes enteros. 

Ahora consideramos un ejemplo en el cual una primera factorizacion produce expre- 
siones que se pueden factorizar otra vez. En general, necesitamos que una expresibn sea 
factorizada totalmente; es decir, hasta que ninguno de los factores se puedan factorizar en 
polinomios de grado 1 o mayor con coeficientes enteros. 

EJEMPLO 10_ 

Factorice completamente x 6 — y 6 

Solucion. Podemos considerar la expresion x 6 — y 6 de dos maneras: como diferencia de dos 
cuadrados o como diferencia de dos cubos. Al usar la diferencia de dos cubos, escribimos 

x 6 - y 6 = (x 2 ) 3 - (y 2 ) 3 

= (x 2 - y 2 )(x 4 + x 2 y 2 + y 4 ) 

= (x - y)(x + y)(x 4 4- x 2 y 2 + y 4 ) 
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A partir de lo anterior podriamos concluir que la factorizacion esta completa. Sin embargo, 
tratar la expresion x b — y 6 como una diferencia de dos cuadrados es mds revelador, ya que 

x b - y b = (x 3 ) 2 - (y 3 ) 2 

= (x 3 - y 3 )(x 3 + y 3 ) 

= (x — y)(x 2 + xy + y 2 )(x + y)(x 2 - xy + y 2 ) 

= (x - y)(x + y)(x 2 + xy + y 2 )(x 2 - xy + y 2 ) 

De esta manera hemos descubierto la factorizacion adicional 

x 4 + x 2 y 2 + y 4 = (x 2 + xy + y 2 )(jc 2 - xy + y 2 ) 

Verifique que ninguna de estas expresiones pueda factorizarse mas. 


EJERCICIO 1.7 


En los problemas 1 al 10, factorice el polinomio hallando un 
factor comun o agrupando. 

1 . 12x 3 + lx 1 '* 6x 

2 . 6crV - 3V3x-y 2 - 3x 2 y + 3xy 

3. 2y 2 - vz + 6 y — 3z 

4. 6xV + Viry 3 + 14xy 3 

5. 15a/ + 3 bt + 5as + bs 

6 . 3aV - 3V2 gV + 9 a 2 b 

7. xyz 3 — xy 3 z + x 3 yz 

8. x 3 + 2x + x 2 + 2 

9. 2 p 3 - p 2 + 2p - 1 

10, 2 uv — 5vrz + 2uz — 5>vv 


En los problemas 11 al 22, use las formulas de factorizacion (i) 
— (v) para factorizar el polinomio. 


11. 36a 2 - 25 

12. a 2 - 4b 2 

13. 4x 2 y 2 - 1 

14. 49a 2 — 64y 2 

15. a 4 - y 4 

16. a 6 + y 6 

17. a 8 - y 8 

18. a 3 - 64 b 3 

19. 8x 3 y 3 + 27 

20. y 3 + 125 

21. y 6 - 1 

22. 1 - a 3 

En los problemas 23 al 42, 

use tecnicas para factorizar 

mios cuadraticos para factorizar el polinomio dado, si 1 

ble. 


23. a 2 - 5a + 6 

24. a 2 - 10a + 24 

25. y 2 + 7y + 10 

26. y 4 + 10y 2 + 21 

27. a 4 - 3a 2 - 4 

28. a 2 + 4x - 12 

29. r 2 + 2r + 1 

30. s 2 + 5s - 14 

31. x 2 —xy-2y 2 

32. a 2 - 4xy + 3y 2 

33. a 2 + 10x + 25 

34. 4a 2 + 12x + 9 

35. s 2 - 8 st + 16r 

36. 9 m 2 — 6 mv + v 2 

37. 2 p 2 + Ip + 5 

38. Sq 2 + 2q - 3 

39. 6a 4 + 13a 2 - 15 

40. 10fc 4 - 23 b 2 + 12 

41. 2a 2 - 7xy + 3y 2 

42. —3a 2 - 5xy + 12y 2 


En los problemas 43 al 60, use cualquier metodo para factori¬ 
zar la expresion. 

43. (x 2 + l) 3 + (y 2 - l) 3 

44. (4 - x 2 ) 3 - (4 - y 2 ) 3 

45. x(x - y) + y(y - x) 

46. x(x - y) - y(y - x) 

47. (1 - x 2 ) 3 - (1 - y 2 ) 3 

48. (x 2 - 4) 3 + (4 - y 2 ) 3 

49. 1 - 256v 8 

50. s 8 - 6561 

51. x 6 + 7a 3 - 8 

52. z 10 - 5z 5 - 6 

53. rV - St 3 

54. 25 c 2 d 2 - x 2 y 2 

55. a 3 + a 2 b - b 3 - ab 2 

56. p 3 - pq 2 + p 2 q - q 3 

57. 4z 2 + Izy - 2y 2 

58. 36a 2 + 12xy + y 2 

59. 16a 2 - 24ab + 9b 2 

60. 4m 2 + 2mn — ‘I2n 2 


En los problemas 61 al 70, use las formulas de factorizacion (i) 
— (iii) para factorizar la expresion en factores lineales. [Ayuda: 
algunos coeficientes no seran enteros]. 


61. a 2 - 3 
63. 5y 2 - 1 
65. a 2 + a + k 
67. a 2 - 2b 2 
69. 24 - a 2 


62. 21 2 - 1 

64. ia 2 - b 2 

66. t 2 — |t + A 

68 . 3a 2 — 4v 2 

70. a 2 - 2V2xy + 2y 2 


En los problemas 71 al 74, responda falso o verdadero. 

71. a 2 + y 2 = (a + y)(x + y) — 

72. a 3 + b 3 = (a + b) 3 _ 

73. (r - l)(r - 1) = r 2 + 1 __ 

74. r 3 - s 3 = (r - sXr 2 + rs + s 2 ) — 
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En el libro II de Elementos, de Euciides, los problemas alge- 
braicos se tratan y se resuelven en term in os geometricos, por- 
que los griegos carecfan denotation algebraica. Por ejemplo, el 
producto de dos numeros positivos a y b se representa como el 
area de un rectangulo cuyos lados tienen longitudes ay b, res- 
pectivamente. En los problemas 75 al 77, se tratan en forminos 
geometricos varias de las formulas de factorizacfon. 

75. Explique c6mo justifica la figure 17 la formula de facto- 
nzacidn a 2 + 2 ab + b 2 = (a + b) 1 para los numeros positivos 
a y b. 



< o > 

b > 




r~ 

b 

ab 

b 2 

a 

a 2 

ab 


FIGURA 17 

76. Explique como justifica la figure 18 la formula de factoriza¬ 
tion a 2 — b 2 = (a — b) (a + b), donde a > b > 0. 



77. La figure 19 indica que la formula de factorization para la 
diferencia de dos cubos, a 3 - b 3 = (a — b) (a 2 + ab + b 2 ) para 
a > b > 0, se puede justificar geometricamente. Complete la 
prueba. [ Sugerencia: marque las cuatro cajas que hay dentro 
del cubo y calcule el volumen de cada una]. 

a 



1 . 

Cuando un polinomio se divide porotro, el resultado no es necesariamente un polinomio. El 
cociente de dos polinomios se llama expresion racional. Por ejemplo, 

2x 2 + 5 3 

x + 1 ^ 2x 3 — x + 8 

son expresiones racionales. El dominio de la variable en una expresion racional consta de 
todos los numeros reales para los cuales el valor del denominador es diferente de cero. Por 
ejemplo, en (2r 2 + 5)/(jc + 1) el dominio de la variable es {jcIa + —1}. 

Para resolver problemas, con frecuencia debemos combinar expresiones racionales y 
luego simplificar los resultados. Ya que una expresion racional representa a un numero real, 
podemos aplicar las propiedades del sistema de numeros reales para combinar y simplificar 
las expresiones racionales. Las propiedades de las fracciones de la seccion 1.1 son particu- 
larmente utiles. A continuacion, y por conveniencia, repetimos las que se usan con mas 
frecuencia. 


8 Expresiones racionales 
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EJEMPLO 1_ 

Simplifique 

lx 2 - x - 1 

JC 2 - 1 

Solucion. Factorizamos el numerador y el denominador y cancelamos los factores comu- 
nes usando la propiedad cancelativa (i): 

2x 2 - JC - 1 (lx + 1)(*—-n _ lx + 1 
x 2 — 1 (x + 1)jC*— -ty ~ X + 1 


Notese que en el ejemplo 1 la cancelation del factor comun x — 1 es valida solamente 
para aquellos valores de x tales que x — 1 sea diferente de cero; es decir, para x 1. Sin 
embargo, ya que la expresion (2xr — x — 1 j/fx 2 - 1) no se define para x = 1, nuestra simplifi- 
cacion es valida para todos los numeros reales en el dominio de la variable x en la expresion 
original. Enfatizamos que la ecuacion 

lx 2 -x - \ 2x + 1 
x 2 - 1 x + 1 

no es valida para x = 1, aunque el lado derecho (2x + 1 Vlx 2 + I) se define para x = 1. Las 
consideraciones de esta naturaleza seran importantes en el capftulo siguiente cuando resol- 
veremos ecuaciones que contengan expresiones racionales. 

Para el resto de este capftulo supondremos sin comentarios posteriores que las varia¬ 
bles estan restringidas a los valores para los cuales todos los denominadores en una ecuacion 
sean diferentes de cero. 

EJEMPLO 2_ 

Simplifique 

4X 2 + 1 \x - 3 
2 - 5x - IZr 2 
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Solution 


4 X 2 + 1 Ijc — 3 
2 — 5x — 12* 2 


(4x - l)(x + 3) 

(1 - 4jc)( 2 + 3x) 

3) 

~(M -b)(2 + 3 jc) 

x + 3 
2 + 3x 


<|=|Por (i) 


MINIMO COMUN MULTIPLO DE LOS DENOMINAOORES (MCM) 

Para sumar o restar expresiones rationales, procedemos exactamente como cuando suma- 
mos o restamos fracciones. Primero, hallamos un comun denominador y luego aplicamos 
(ii). Aunque cualquier comun denominador servira, el trabajo sera menor si usamos el mini- 
mo comun multiplo de los denominadores (MCM) el cual se encuentra mediante la facto¬ 
rization completa de cada denominador y la formation de un producto de los diferentes 
factores, usando cada factor con el exponente mas alto con el cual ocurra en cualquier 
denominador individual. 


EJEMPLO 3_ 

Encuentre el MCM de los denominadores de: 

1 x + 2 J_ 

x 4 — x 2 ’ x 2 + 2x + l ’ ^ x 

Solution. A1 factorizar los denominadores en las expresiones racionales, obtenemos 

1 x+2 J_ 

x?(x - l)(x + 1) ’ (x + l) 2 ' ^ x 

Los diferentes factores de los denominadores son x, x — 1, y x + 1. Usamos cada factor con 
el exponente mas alto con el cual ocurre en cualquier denominador individual. De esta 
manera, el MCM de los denominadores es: 

x 1 (x - l)(x + l) 2 


EJEMPLO 4_ 

Combine y simplifique 


x 1 

x 2 - 4 x 2 + 4x + 4 

Solution. En la forma factorizada los denominadores son (x - 2) (x + 2) y (x + 2) 2 . De 
esta manera el MCM de los denominadores es (x — 2) (x + 2) 2 . Usamos (i) a la inversa para 
volver a escribir cada expresion racional con el MCM como denominador: 

x x x(x + 2) 

x 2 - 4 ~ (x - 2)(x + 2) _ (x - 2)(x + 2)(x + 2) 

1 1 l(x - 2) 

x 2 + 4x + 4 ~ (x + 2) 2 _ (x + 2) 2 (x - 2) 
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Entonces, usando (ii) sumamos y simplificamos: 

x 1 x(x + 2) x — 2 

- -|_ - — - _|_ - 

x 2 — 4 x 2 + 4x + 4 (x - 2)(x + 2) 2 (a - 2){x + 2) 2 

a(a + 2) + x — 2 

{x- 2){x + 2) 2 

_ a 2 + 2a + a - 2 

" (A - 2)(JC + 2) 2 

a 2 + 3a — 2 

- (a - 2)(a + 2) 2 


Para multiplicar o dividir expresiones racionales, aplicamos (iii) o (iv) y luego simpli¬ 
ficamos. 

EJEMPLO 5 _ 

Combine y simplifique 

a 25a 2 + 10a + 1 

5a 2 + 21a+ 4 3a 2 + a 


Solucion 


A 

5 a 2 + 21a + 4 


25a 2 + 10a + 1 
3a 2 + A 


- 425a- + 10a +1) -4 Lj p or (j ii ) 

(5a 2 + 21a + 4)(3a 2 + a) Xj_1 —— - 

jt(5x + l)C5L*—I—rj 
(5*-t-TJ(x + 4)/3a + l) 

5a + 1 

_ (a + 4)(3a + l) 


EJEMPLO 6_ 

Combine y simplifique 

2a 2 + 9a + 10 2a + 5 
a 2 + 4a + 3 a + 3 


Solucion 

2a 2 + 9a + 10 2a + 5 2a 2 + 9a + 10 a + 3 —7TT 

a 2 + 4a + 3 a + 3 a 2 + 4a + 3 2a + 5 ^- 

= (2x 2 + 9 a + 10)(a + 3) 

(a 2 + 4a + 3)(2a + 5) ^- 2 — 

_ tf*——TR a + 2)(j?—1—3J 
(x—^3](x + l)(2^f—K5 T 
a + 2 

~ A + 1 


Como se demuestra en el siguiente ejercicio, las tecnicas que se ilustraron antes nos 
permiten simplificar cocientes mas complicados. 
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EJEMPLO 7_ 

Simplique 

_1__x_ 

x x + 1 

r - 

i+— 

X 


Solucion. Primero obtenemos expresiones racionales individuales para el numerador y el 
denominador: 


J__x_ 

x x + 1 


y 


De esta manera 


1 (x + 1) xx x + \ - x 2 
x(x +1) (x + l)x x(x + 1) 


1 


1 x 1 x + 1 

+ — = — + — =- 

XXX X 


1 X 


X X + 1 
- 

1 + - 
X 


-x 2 + X + 1 
x(x + 1) 

X + 1 
X 


-x 2 + X + 1 
x(x + 1) 


Ahora aplicamos (iv) a este cociente para obtener 

-X 2 + X + 1 

x(x + 1) -X 2 + X + 1 / -X 2 + X + 1 

X + 1 ~~ /{x + 1) X + 1 _ (x+1) 2 

X 


Un metodo altemo para simplificar un fraccionario complejo es multiplicar tanto el 
numerador como el denominador por el MCM de los denominadores de todas las fracciones 
que ocurran en la fraccion compleja. A1 usar aquf este metodo, multiplicamos el numerador 
y el denominador por x(x + 1) y simplificamos de la siguiente manera: 


1 x 


x x+1 
1 

1 + — 
x 


X + 1 


• x(x + I ) 


1 + 


i)- 


x(x + 1) 


(x+1) - X 2 
x(x + 1) + (x + 1) 


-X 2 + X + 1 

(x + l)(x+ 1) 


-x 2 + X + 1 

Tx + 1) 2 


Las tecnicas que se tratan en esta seccion se pueden aplicar con frecuencia a expresio¬ 
nes que contienen exponentes negativos, como veremos en el siguiente ejemplo. 


EJEMPLO 8_ 

Simplifique (a -1 + 

Solucion. Primero remplazamos todos los exponentes negativos por los cocientes equiva- 
lentes y luego usamos las propiedades de las fracciones para simplificar las expresiones 
algebraicas que resulten. 
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1 _ 1 

1 1 b + a 

- 1 -- 

a b ab 

ab 

b + a 

Un cociente de dos expresiones algebraicas tales como (VF — 1)/(V7" + 1) se 
llama expresidn fraccionaria. Las tecnicas para simplificar expresiones fraccionarias son 
similares a aquellas que se usan para expresiones racionales. 

EJEMPLO 9_ 

Simplifique 

VL + VL 
Vy Vx 

Solucion. Primero encontramos el MCM de los denominadores y luego sumamos: 

x + y xVf ^ y Vy xVx + yVy 

Vy Vx VyVx VxVy ~ VxVy 

Si deseamos racionalizar el denominador, el resultado final serfa 
xVx + yVy VxVy _ x 2 Vy + y 2 V~x 
VxVy VxVv xy 

Los ejemplos 10 y 11 ilustran como simplificar ciertos tipos de expresiones fracciona¬ 
rias que ocurren en calculo. 

EJEMPLO 10 _ 

Simplifique 

1_ 1 

x + h x 
h 

Solucion 

_1_1_ x-{x + h) ~h 

x + h x (x + h)x x(x + h) 
h ~~ h “ h 
-h -1 

x(x + h)h x(x + h) 


EJEMPLO 11_ 

Simplifique (2x)(x - 1) 1/2 + (j)(x - l) _1/2 (x 2 ). 

Solucidn 

x 2 

(2x)(x - \) V2 + (*)(x - 1)- 1/2 (V) = (2x)(x - 1) 1/2 + —- 

2(x - 1) 
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(2)(2x)(x - 1) + x 2 
2(x - 1) ,/2 
4JC 2 - 4x + x 2 
2(x - 1) 1/2 
5X 2 - 4x 
2(x - 1) 1/2 


EJERCICIO 1.8: 


En I os problemas I al 4, responda falso o verdadero. 

1. El MCM de los denominadores de l/(r + 2) 2 y 

l/(r + 3 f(r + 2) es (r + 3 f(r + if - 

1 - 1 

2 . -= -1 _ 

1 - 1 

3. (u _l + v~'r‘ = u + V _ 

A X + y 

4. -= y— 

x 

En los problemas 5 al 12, simplifique la expresktn rational. 

x 1 + 3x + 2 v 4 + 4v 2 + 4 


5. 


x 2 + 6x + 8 
z 2 - 9 


z 3 + 27 


9. 


11 . 


3a 2 -lx-20 
lx 2 - 5a - 12 
w 3 - 9w 
v 3 — 6w> 2 + 9 w 


6 . 

8 . 

10 . 

12 . 


4- v 4 

x 2 - 2sy - 3y 2 
x 2 -4xy + 3y 2 
4y 2 + 20v + 25 
2y 3 + 3y 2 - 5y 
a 2 b + ab 2 
a 2 — b 2 


En los problemas 13 al 20, encuentre el mlnimo comun mtiltiplo 
de los denominadores (MCM) de las expresiones. 

4 


13. 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 

19. 

20 . 


_1 

x 2 + x — 2 ’ x+2 
5 v 


v 2 + 2v + 1 ’ v 2 - 3v - 4 

10 1 b 


b 2 + b 2 - 6b ’ b 3 -6b 2 ’ b-2 
1 x 1 


x 2 - lOx + 25 ’ x 2 - 25 ’ x 2 + lOx + 25 

1 _ c _ 1 

c 2 + c ’ c 2 + 2c + 1 ’ c 2 — 1 
P r 1 


p + r’ p 2 + 2pr + r 2 ’ p 3 + r 3 

1 x _ 1 

x 3 -x 2 ’ x 2 — 1 ’ x 3 + 2x 2 + x 


y + 5 


1 y + 5 


3y 3 - 14y 2 - 5y ’ y ’ y 2 - 5y 

En los problemas 21 al 46, combine y simplifique la expresi6n. 

4x 5 

21 . --- + 


4x + 5 4x + 5 


22 . 

23. 

24. 

25. 

26. 

27. 

28. 

29. 

30. 

31. 

32. 

33. 

34. 

35. 

36. 

37. 

38. 

39. 

40. 

41. 


+ • 

s - 2 

2 - ,v 

7 z 

1 

7z - 1 

1 - 7z 

3 

6 

a — 2 

a 2 + 4 

2x 

i 

5 

X + 1 

x 2 - 1 

b 

2b 

2b + 1 

b-2 

y 

X 

y- x 

y + x 

X 

1 

X 

1 


x - y 

y - x 

2 


r 2 — r — 

12 + r 

1 

w 

| 

>v + 3 

w + 1 

X 


2X 2 + 3jc 

^2 

i 


2z + 3 

4 z 2 -: 


r + 3 


w 2 + 1 


4z + 1 


3z - 1 2z + z — 3 


t - 4 / + 5 


1+3 1-2 

X 2 + X X + 1 

x 2 - r x 2 


X + 1 
X 3 - 1 


(x 2 - 2x + 1) 

2p + 8 p + 4 
P~ 1 2 p 

6x + 5 x + 1 


3x + 3 6X 2 - 7x — 10 

1 + X X 2 + x - 12 

2 + x 3 + 2x — x 2 

u +1 u+1 


u + 2 

« + 7 

3v*> + 1 

2>v + 1 

H> - 4 

w 

JC 

x + 5 

x + 4 

Jt 
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x - 3 x + 1 
42. - -T- - 

X + l 2x + 1 


q 2 ~ 1 

q - 4 

q 2 + 2q-Z ' 

q + 3 

x 2 - 3x + 2 

x-2 

x 2 -7x+ 12 

x — 3 

s 2 — 5s + 6 

2 - 5 

s 2 + Is + 10 

5 + 2 

x . y 


x + y x + y 



En los problemas 47 al 68, 


1 


47. 


—r + X 
jr 


48. 


1 1 

— + — 
5 t 


1 


simplifique la expresidn dada. 


49. 


50. 


51. 


52. 


1 


z + 2 


2 + — 
z 


1 + r 

r 

r 

1 - r 

1 - r 

r 

r 

' 1 + r 

x 2 + xy + y 2 

y 

a 

.21 

X 

a + 1 

a - 1 

a 


a 

1- 

a — 1 


57. 

58. 

59. 

60. 

61. 

62. 

63. 

64. 


u 2 + v 
u 2 + V 2 
1 1 
Vu Vvv 


Vz Vv 

1 


1 + 


Vx 


1 + 


1 

Vy 


1 

— + 
a 


\ r a 


_1_ _ J_ 

b Vb 
1 1 


(* + hy 


3x + 3 h 


2_ 

3x 


65. 

66 . 

67. 

68 . 

69. 


2x + 2h - 1 2x - 1 
h 

(.X 2 - 1 )($)(* + l)- 2/3 + (x + 1 ) i/3 (2x) 

(x 2 + l)(|)(x:-' /2 ) - (x m )(2) 

(x 2 + l) 2 

(x 2 + 8 ) i/ 5 (5) - (5x)(j)(^ + 8)~ 4/5 (2 x) 

Hx 2 + 8) 1/5 ] 2 

Si tres resistencias en un circuito electrico con resistencias de 
R t , R 2 y R] ohmios, respectivamente, se hallan conectadas en 
paralelo, entonces la resistencia (en ohmios) de la combina- 
cion esta dada por 


1 


53. 


(x + h) 2 


1 


1 


54. 


2x + 2h + 1 2x + 1 


55. (a~' - b~'r l 


56. 


a + b 
a~‘ + b~' 


1 1 1 

-F-1- 

R i R 2 R 3 

Simplifique esta expresion. 

70. En el campo de la optica, si p es la distancia del objeto a la 
lente y q es la distancia de la imagen a la lente, entonces la 
longitud focal de la lente esta dada por 

1 

1 1 

— + — 

p q 

Simplifique esta expresion. 
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Conjunto 

Relacion de orden 

Expresion algebraica 

subconjunto 

menor que 

Polinomio 

union 

mayor que 

monomio 

interseccion 

Valor absoluto 

binomio 

disjunto 

Desigualdad triangular 

coeficiente 

Numeros reales 

Distancia 

grado 

numero natural 

Punto medio 

termino 

entero 

Leyes de los exponentes 

coeficiente principal 

numero racional 

Exponente 

termino constante 

numero irracional 

base 

Factorizacion completa 

Recta de numeros reales 

notacion cientifica 

Expresion racional 

origen 

Radical 

dominio 

coordenada 

rafz cuadrada 
raiz cubica 
rafz enesima 

Racionalizacion del 
denominador 

numerador 

denominador 

Minimo comun multiplo de 
los denominadores 


EJERCICIO DE REPASO 


En los problemas 1 al 20, llene los espacios en bianco o conteste 
falso o verdadero. 

1. 0/0 es un numero real._ 

2. it cs un numero racional._ 

3. Cada numero real se pucde escribir como cociente de dos en- 

teros. _ 

4. El_del segmento de recta que une - 1 y 5 es 2. 

5. Geometricamente, a < b significa que el punto correspon- 

diente a a en la recta numerica esta a la_del punto 

correspondiente a b. 

6. Si x es negativo, entonces I x I = • _ 

7. El_de x se puede escribir \lx como x~'. 

8. Para x 5* 0, x° = _ 

9. Si x lln = r entonces r" = x _ 

10. El dominio de la variable x en (3jc + Ij/Ot 2 — 1) es_ 

11. La expresion 3x* — x 2 + 5jc es un_de grado_con 

coeficiente principal_y termino constante_ 

12. Para simplificarx(;c + 2)/(x — 2) (jc + 2) a x/ (x — 2), usamos la 
_propiedad 

13. La distancia de a a b esta dada por_ 

14. El valor absoluto de un numero mide su distancia al_en 

la recta numerica. 

15. El numero 4.2 x 10 r5 esta escrito en_ 

16. Sc dice que los conjuntos {1, 3, 5} y {2, 4} son_ 

17. La expresion algebraica 6 jT 2 + V2~ no es un polinomio_ 

18. La rafz cubica de un numero negativo es indefmida._ 

19. En la expresion x 3 , x se llama la_y 3 se denomina el 

20. La expresion V.r 2 + y 2 se llama un_de indice 


Sea A = {1, 3, 5, 7, 9}, B = {1, 2, 3, 4, 5} y C = {2, 4, 6, 8}. 

Encuentre el conjunto indicado de los problemas 21 al 24. 

21. A US 22. A OS 

23. (A U B) n C 24. (A n C) U B 

25. En 1983 un aficionado que asistid a un partido de futbol gasto 
un promedio de US$6.40 en comida, US$13.45 por concepto 
de entrada, US$1.15 por parqueadero y US$0.90 por un pro- 
grama. Aproximadamente, /.que porcentaje del total gasto en 
comida en el juego? 

26. El deficit fiscal federal en los EE.UU. en 1985 fue de 
US$211,900 millones. En 1985, el Senado de los Estados 
Unidos intento reducir el deficit a US$180,000 millones para 
1986. /.Cual habria sido el porcentaje de esta reduccion? 

27. Entre 1984 y 1985 habfa 630,000 microcomputadores en las 
escuelas de los Estados Unidos. Si 50.9% de estos microcom¬ 
putadores eran Apple, ( ‘,cuantos eran Apple? 

28. Alrededor del ano 240 a. de C. Arquimedes determino que 
223/71 < tt < 22/7. Encuentre el porcentaje de error en cada 
una de estas aproximaciones para tt. [ Sugerencia: use una 
calculadora con una tecla @]. 

En los problemas 29 y 30 escriba la proposition dada como una 

desigualdad. 

29. x — y es mayor o igual a 10. 

30. z es no negativo. 

En los problemas 31 al 34, inserte el signo apropiado: <,>,=. 

31. —1.4, — V2 32. 0.50, 2 

33. I 0.67 34. -0.9, -0.8 
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En los problemas 35 al 40, encuentre el valor absoluto indicado. 

35. |V8 - 3| 36. | —(Vl5 - 4)| 

37. lx 2 + 5| 38. ~r, x ^ 0 

\-x\ 

39. |r + 5|, si t < -5 

40. | r — s|, si r > s 

En los problemas 41 y 42, encuentre (a) la distancia entre los 
puntos dados y (b) la coordenada del punto medio del segmento 
de recta que une los puntos dados. 

41. -3.5, 5.8 42. V2, -V2 

En los problemas 43 al 60, elimine los exponentes negativos y 
cero y simplifique. Suponga que todas las variables son positi- 


43. (3mv 2 )(6« 2 v 3 ) 2 
(2V-V)- 1 

45 ' A -1 

47. 

4/ - V c -v 2 / 


^ 1/3 - 2/3 

jc 4/3 v 7/9 




2x 5 y~ 3 z 2 

6x 3 y~ i z~‘ 


50. ((81w 2 z _1,2 ) _1 ) 1/4 


7 125xy V5yz Vxz 


71. (3z 4 - 2z) 2 

72. (x 2 + 2y) 3 

73. (3X 2 + 5y)(3x 2 - 5v) 

74. (« — v)(« 2 + uv + v 2 ) 

En los problemas 75 al 82, factorice los polinomios dados usan- 
do coeficientes enteros. 

75. 12* 2 - 19x - 18 

76. 16a 4 - 816 4 

77. 2xy + 3y — 6x — 9 

78. 4w 2 + 40wz + 100z 2 

79. 8X 3 + 125/ 

80. 2x 3 + 3x 2 - 18x - 27 

81. 4r 4 - 4* + j 2 

82. 125 + 75 uv + 15uV + u 3 v 3 

En los problemas 83 al 94, ejecute las operaciones indicadas y 
simplifique. 

1 2 1 
x-2 x + 2 x 2 - 4 

x 2 - 1 x 3 - 1 


85. (- + -)(—*—) 

\x y> \x + y> 

86 . (u 2 - v~ 2 )(v - «)“' 


57. 4\/xy - VVF/ + V2xy 

„ V^-Vb* 

58. ^ 

59. Vw? 6( 


Vx 3 


En los problemas 61 y 62, escriba el numero dado en notacidn 
cientifica. 


61. 0.0000007023 


62. 158,000,000,000 


En los problemas 63 y 64, use notacion cientifica para determi- 
nar la expresidn dada. 


(16,000)(5,000,000) 2 

0.00008 


/(0.0001 )(480,000) 


65. En 1982 los norteamericanos gastaron US$17,600 millonesen 
deportes, en actividades relacionadas con el deporte y en equi- 
pos deporti vos. Escriba este numero (a) en forma decimal y (b) 
en notacion cientifica. 

66. Un milimetro es 0.000001 de un kilometre. Escriba este nu¬ 
mero en notacidn cientifica. 

En los problemas 67 al 74, ejecute las operaciones indicadas y 

simplifique. 

67. (4x 3 - 3x 2 + 6x - 2) - (x 2 - 3x + 4) 

68. (3x 4 - V2X 2 ) + x(V2x + 5) 

69. (a + 1 )(a - 2)(a + 3) 
c 2 d 2 — 3 cd 3 + 5 c 3 d 2 


(x + /i) 3 x 3 


2(3 + h) 2 2(3) 2 

h 

93. (8x)(i)(2x + l)“ 3/4 (2) + (2x + l) 1/4 (8) 

(x + 1) 5/2 (3x 2 ) - (AIKx + 1) 3/2 
[(x + 1) 5/2 ] 2 

En los problemas 95 y 96, racionalice el denominador y simpli¬ 
fique. 

95. T 2 7 96. Ai= 

Vs + Vt V8 

En Jos problemas 97 y 98, racionalice el numerador y simplifi¬ 
que. 


x 3(l + h) - V3 


/(x + h) 2 - 1 - Vx 2 - 1 
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■ I Ecuaciones, identidades y ecuaciones lineales 

Una ecuacion es una afirmacidn de que dos expresiones son iguales, mientras que una ine- 
cuacion plantea que una expresion es menor que otra. Una amplia gama de problemas de la 
vida real puede expresarse como ecuacion, o como inecuacion. Comenzamos esta seccibn 
con cierta terminologia que describe las ecuaciones y sus soluciones. 

Cuando dos expresiones se igualan, se obtiene una ecuacibn. Por ejemplo, 

Vjc - 1 = 2, x 2 - 1 = (x + l)(x - 1), y. \x + l| = 5 
son ecuaciones con la variable x. 

Una solution, o rai'z, de una ecuacion es cualquier numero que, sustituido en la 
ecuacion, la convierte en una proposicibn verdadera. Se dice que un numero satisface 
la ecuacion si es una solucion de la ecuacibn. Resolver una ecuacion significa encontrar sus 
soluciones. 

EJEMPLO 1_ 

El numero 2 es una solucion de 3x — 2 = x + 2, porque 

3(2) -2 = 2 + 2 

Como lo veremos mas adelante, no hay otros valores de .v que satisfagan esta ecuacion. 

Una ecuacion se llama identidad si todos los numeros del dominio de la variable la 
satisfacen. Si hay por lo menos un numero en el dominio de la variable que no satisfaga la 
ecuacion, entonces se dice que es una ecuacion condicional. 

EJEMPLO 2_ 

(a) La ecuacion 


se satisface con la serie de todos los numeros reales excepto en x = 1. Puesto que 1 no 
est£ en el dominio de la variable, la ecuacibn es una identidad. 

(b) El numero 3 esta en el dominio de la variable en la ecuacion 

4jc —1=2 

pero no satisface esta ecuacion, puesto que 4(3) -1^2. Asf, 4x - 1 = 2 es una ecuacion 
condicional. 


Decimos que dps ecuaciones son equivalentes si tienen las mismas soluciones. Por 
ejemplo, 

2x— 1=0, 2x = 1, y x = i 
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son ecuaciones equivalentes. Generalmente, resolvemos una ecuacion encontrando una 
ecuacion equivalente que tenga soluciones que se determinen facilmente. Se puede demos- 
trar que las siguientes operaciones producen ecuaciones equivalentes. 



EJEMPLO 3_ 

Resuelva 3x — 6 = 0. 

Solucion. Obtenemos la siguiente lista de ecuaciones equivalentes. 

3x — 6 = 0 

3*-6 + 6 = 0 + 6 <^z jPor(i) 

3x = 6 

4(3*) = 4(6) < ^Por(ii) 
jc = 2 

Puesto que la ultima ecuacion tiene como unica solucion 2, se deduce que 2 es la unica 
solucidn de la ecuacidn original. 


Nota de advertencia : ya que es posible cometer errores aritmdticos o algebraicos cuando 
se soluciona una ecuaci6n, siempre es buena prdctica verificar cada solucion, sustituydndo- 
la en la ecuaci6n original. Para verificar la solucion en el ejemplo 3, sustituimos 2 por x en 
3x- 6=0: 

3(2) - 6 i 0 

6 - 6 i 0 
0 = 0 


ECUACIONES LINEALES 

Una ecuacion de la forma 

ax + b = 0, a ¥= 0 (1) 

donde a y b son numeros reales, se llama ecuacion lineal. La ecuacion del ejemplo 3 es una 
ecuacion lineal. Para solucionar (1), procedemos de una manera similar al ejemplo 3: 

ax + b = 0 

ax + b-b = 0- b < ^Por(i) 
ax = —b 
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~(ax) = -(-b) <jzjPor(ii) 
a a - 

_b_ 

a 

Asf la ecuacibn lineal ax + b = 0, a ^ 0 tiene exactamente una soluei6n: x = -bla. 

En el resto de esta seccion, nos ocuparemos de ecuaciones que pueden transformarse 
en ecuaciones lineales equivalentes. 


EJEMPLO 4 _ 

Resuelva 2x — 7 = 5x + 6. 

Solucibn. Debe dar razones por las cuales las siguientes ecuaciones son equivalentes. 

lx — 1 = 5x + 6 
lx — 7 — 5x = 5x + 6 — 5x 
—3x — 7 = 6 
-3x-7 + 7 = 6 + 7 
-3 jc = 13 

-i(-3x)= —4(13) 
x= 

Asf, la solucion de la ecuacibn original es — . 


Cuando los dos lados de la ecuacibn se multiplican por una expresibn que contenga una 
variable, la ecuacibn resultante puede no ser equivalente a la original, por esta razon hemos 
excluido la multiplicacion por 0 en la operacion (ii). Por ejemplo, la multiplicacion de la 
ecuacibn 2x = 4 porx produce lx 2 = 4x. Las dos ecuaciones no son equivalentes, ya que 0 es 
una solucibn de la ultima ecuacibn pero no es una solucibn de la primera. Denominamos a 0 
una solucibn externa. 

EJEMPLO 5 

Resuelva 


Solucibn. Multiplicando los dos lados de la ecuacibn dada por z + 1 produce una ecuacibn 
lineal: 

<z+ 1) ( 2 “7 Tt) = <z+ ^(t+t) 

2z + 2 - 1 = z (3) 

La solucibn de la ecuacibn (3) es z = — 1. Puesto que hemos multiplicado por unajexpresibn 
que contiene una variable, debemos verificarz = — 1, sustituyendola en la ecuacibn original 
(2). Obtenemos 


z + 1 z + 1 


( 2 ) 


2 + 


1 

-1 + 1 


-1 

-i + r 


o 



-1 

0 
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I 



Ya que la division por 0 no es permisible, z = — 1 no es una solucion de la ecuacion original. 
Asi, 0 es una solucion extrana, y la ecuacion (2) no tiene soluciones. 


Nota de advertencia: corao lo muestra el ejemplo 5, es esencial verificar una “solucion” 
que se ha obtenido como resultado de multiplicar ambos lados de una ecuacion por una 
expresion que puede ser 0 para algunos valores de la variable. 


i 



\ 


EJEMPLO 6_ 

Resuelva 

1 1 2 

- 1 -_ —-- 

x x - 4 xr — 4x 


(4) 


Solucion. Para eliminar los denominadores en (4), multiplicamos ambos lados por el 
MCM de los denominadores de las fracciones en la ecuacion: 


. - x 2 - - 4x J 

(x ■- 4) + x = 2 

2x = 6 . 
x = 3 

Sustituyendo x = 3 en (4), encontramos que este valor satisface la ecuacion original. 



r 1 11 


4) 

— + —- 
. r r — 4 . 

= x(x - 4) 



EJERCICIO 2.1 


Enjlos problemas 1 al 6, determine si los siguientes 
pares de ecuaciones son equivalentes. 

1. x = 8; x — 8 = 0 

2 . x = 12; 12 + x = 0 

3. 4y - (y - 1) = 2; 3y = 1 

4. -2z — 4 = 6z + 10; —4z = 7 


t t 

6. x 2 = (x + l) 2 ; 2x + 1 = 0 

En.los problemas 7 al 48, soiucione ia ecuacion dada. 

7. 2x + 14 = 0 8. 3x - 5 = 0 

9. — 5w +1=2 10. 7z + 8 = -6 

11. 7(y + 1) - 2 = 5(y + 1) + 2 

12. 3y - 2 = y + 6 

13. x — (2 — x) = 3(x + 1) + x 

14. [2r - 2(x - 1)]5 = 4 - x 

15. \x - i = 0 16. ix + i = -1 

17. — 5f + 3 = 4(r - 6) 

18. *(/ - 2) + It = It + i 

19. Uu - 3) = 2u - i / 

20. is + i = i — |s 

21. 0.2x + 1.2 = 0.5 


22. 2.lx — 3 = 0.5x + 0.2 ^ 


23. —3.6z + 1.3 = 0.2(z - 3) - 

24. 4.5x - 1.5x = 0.3(2 - x) 

25. V2x - ^ = V8x 

26. — P- + 1 = 2V3 - V3x 
V3 

27. p 2 + 6p — 1 = p 2 — p + 6 / 

28. r 2 + 5 = — (lOr - r 2 ) - ■ 

29. (21 - l) 2 = 4I 2 + 1 ^ 


30. (w — l)(w + 1) = w(w — 4) 

31. (x - l) 3 = x 2 (x - 3) + x 

32. (x + 3) 2 + (x + 2) 3 = x 3 + lx 2 + 9 

12 2 1 

33. 2 + — = 3 + — 34. -1=5- 

xx t t 



2 

s + 1 


37. 


38. 


_J_ 2y + 1 

y- 2 ^ y 2 -4 

x 5 

^- = 2 + - 

x — 5 x — 5 


39. 



-4 
2 -x 
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40. 

41. 

42. 

43. 

44. 

45. 

46. 

47. 

48. 


3 — z 


- 2 


z — 2 z + 2 

3 _1__ 7 

x + 5 x 2 a 2 + 3* - 10 
3 4 2 


x + 1 

< 7-3 

6 


q 2q 3 
4 


= 1 


3vi- + 9 + 6 

3a 6 


v - 2 a — 2 
A 2 + 3 A + 6 


+ 1 


A - 3 
4 


3 - A 


12 


- + Va = —- - Va 
Va Va 


2Va Va Va 



49. Encuentre a de tal modo que la solucion de 3a + 3a = 6a — a 
sea 4. 

50. Halle d de manera que la ecuacion 

2a - 1 a + d 

-= 0 

A + 2 A + 2 

no tenga soluciones. 

51. Halle < de manera que 3(y — c) = 3 y + 7 sea una identidad. 
si Halle a de modo que (a - I) (a + a) = x 2 — 2a - a sea una 

identidad. 

53. Halle a de modo que 5 — z = 1 y 3z + 2a = 10 sean ecuaciones 
equivalentes. 

54. Halle la relacion entre a y b si ax + b = 0 tiene la solucion a = 
5. 

55. Considere lo siguiente: 

a = -1 

A 2 + A = A 2 - I 
A(A + 1 ) = (A - I )(A + 1) 

A = A — 1 

0 = -1 

^Como se obtiene el enunciado falso 0 = — 1 a partir de la 
proposicion a = — 1 ? 

56. Considere esta secuencia de ecuaciones: 

A 2 - 1 = A 2 + 4a - 5 
(a + I)(a - 1) = (a + 5)(a - 1) 

A + 1 = A + 5 
1 = 5 

(a) <,Cual es la solucion de la primera ecuacion en la secuen¬ 
cia? 

(b) Encuentre una ecuacion en la secuencia que no sea equi- 
valente a la ecuacion que la preceda. 


57. La relacion entre la temperatura medidaen grados Celsius ( T c ) 
y en grados Fahrenheit (TV) esta dada por 

T c = ¥(T P - 32) 

Halle la temperatura Fahrenheit correspondiente a (a) 16°C, 
(b) 120°C, (c) —5°C. 

58. La velocidad v en pies/segundo de una bola de tenis / segundos 
despues de que ha sido lanzada hacia arriba con una velocidad 
inicial de 8 pies/s esta dada por 

i’ = -32/ + 8 

,; Cuantos segundos han transcurrido cuando (a) v = 4 pie/s y 
(b) v = 0 pies/s? 

59. Resuelva la ecuacion 



A A 

-b 5 H- 

7 2 


+ 4 = A 


(dada al iniciar eLcapitulo) para determinar cuanto tiempo 
vivio Diofante. 

60. Como lo informo en Science and Sport Thomas Vaughan 
(Boston: Little, Brown & Co., 1970), una serie de 4,200 me- 
didas tomadas a 136 atletas mundiales se convirtieron en la 
formula para la velocidad maxima del corazon / max en lati- 
dos por minuto durante el ejercicio: 


/max = 0.981 h + 5.948 

donde l 5 es la velocidad del corazon tomada dentro de los 5 
segundos posteriores a la terminacion del ejercicio. 

(a) Si la velocidad maxima del corazon de un campeon de 
atletismo es de 215, encuentre la velocidad del corazon 
inmediatamente despues del ejercicio. 

(b) Si la velocidad maxima del corazon de un ciclista intema- 
cional es de 180, encuentre la velocidad del corazon in¬ 
mediatamente despues del ejercicio. 

61. Para un gas ideal a baja presion, el volumen Vat grados Cel¬ 
sius esta dado por 


V = V„( I +--—) 

v 273.15/ 

donde V 0 es el volumen a 0°C. i A que temperatura es V = | V 0 
para un gas ideal a baja presion? 

62. Estudios empi'ricos sobre la nevasca en la Gran Bretana encon- 
traron que el numero de dfas D en un ano en que el suelo esta 
cubierto de nieve aumenta linealmente con la altitud: 


D = O.I55W + 11 

/ 

donde H es la altura medida en metros, 

(a) Segun esta formula, ^cuantos dfas hay una capa de nieve 
al nivel del mar? 

(b) iA que altura esta formula predice una capa de nieve du¬ 
rante un aho completo (365 dfas)? 
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Formulas y aplicaciones 


Muchas aplicaciones de las matematicas requieren el uso de formulas que incluyan varias 
variables. Frecuentemente, es necesario cambiar una formula dadaporuna forma mas con- 
veniente. Como lo ilustran los siguientes tres ejemplos, podemos despejar una variable 
deseada en terminos de las variables restantes, encontrando ecuaciones equivalentes. 


EJEMPLO 1_ 

El area A de un triangulo con base b y altura h esta dada por A = i bh (vease figura 1). 

Solucion. Para despejar h, primero eliminamos los fraccionarios de la ecuacion, multipli- 
cando ambos lados por 2: 

A = 2 bh 
2A = 2(i bh) 

2A = bh 


Area A = \bh 



FIGURA 1 


Para aislar h, multiplicamos ambos lados por Mb y simplificamos: 


7 (2A) = J (bh) 



EJEMPLO 2 _ 

El area A de un trapecio con bases by By altura h esta dada por A = \h (b + S)( vease figura 
2). Despeje B en terminos de las variables restantes. 


Area A = \h(b + B) 
b 



B 

FIGURA 2 


Sollicidn. Procedemos como sigue para aislar B: 

A = i h(b + B) 

2A= h(b + B) 

2A 

— = b + B 


2A 


- b = B 


2A , 

o B = —- b 

h 

Una forma equivalente de la ultima ecuacion es B = (2A — hb)!h. 


;r 
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EJEMPLO 3_ 

La resistencia total R de un circuito electrico que contiene las dos resistencias R, y R 2 en 
paralelo, como lo muestra la figura 3, esta dada por 

_1_ _ J_ J_ 

R ~ R, R 2 

Despeje R 2 en terminos de R y R, 

Solucion. Primero eliminamos las fracciones de la ecuacion multiplicando ambos lados 
por RR\R 2 que es el minimo comun multiplo de los denominadores de las fracciones ;en la 
ecuacion: 

«« |S2 (1) = RR,R 2 {j- + ±) 

R,R 2 = RR 2 + RR, 

Para obtener una ecuacion equivalente con todos los terminos que contengan a R 2 al lado 
izquierdo, restamos RR 2 de ambos lados: 

R,R 2 RR 2 ~ RR [ 

Puesto que R 2 es un factor comun de cada termino del lado izquierdo, podemos escribir 

R 2 (R, - R) = RR, 

Dividiendo ambos lados por R, — R nos da 


PROBLEMAS DE PALABRAS 

El algebra es util para solucionar muchos problemas practicos que incluyen razon de cam- 
bio, mezclas, dinero, etc. Puesto que estos problemas se expresan con palabras, se llaman 
problemas de palabras. El reto de los problemas de palabras consiste en traducir las pala¬ 
bras en una ecuacion algebraica apropiada. Ya que no hay un procedimiento unico para 
hacer esta traduccion, se requiere trabajo, practica y paciencia para volverse un experto en 
la solucion de problemas de palabras. Las siguientes sugerencias pueden ser utiles. 
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PROBLEMAS DE EDAD 

Como primer ejemplo, considere el siguiente problema de edad. 


EJEMPLO 4_ 

Hace dos anos John tenia cinco veces la edad de Bill. Ahora es 8 anos mayor que Bill. 
Encuentre la edad actual de John. 

Solucion. La cantidad desconocida que va a ser determinada es la edad actual de John, 
entonces asignamos 

x = edad actual de John 

Luego podemos representar las otras cantidades del problema en terminos de x: 

x — 8 = edad actual de Bill 
x — 2 = edad de John hace dos anos 
(x - 8) — 2- x - 10 = edad de Bill hace dos anos 

Puede encontrar util enumerar la informacion en forma tabular, como se muestra a continua- 

cion: 



EDAD ACTUAL 

EDAD HACE DOS ANOS 

John 

X 

x -2 

Bill 

x - 8 

V? 

1 

o 


Una ecuacion que expresa la relacion de sus edades hace dos anos es 
x — 2 = 5(x — 10) 

Resol vemos esta ecuacion 

x — 2 = 5x — 50 
48 = 4x 
x = 12 

Entonces, la edad actual de John es 12. 

Prueba: si John tiene ahora 12 anos, Billdebe tener4. Hace dos anos John tenia lOy Bill 2. 
Puesto que 10 = 5(2), la respuesta corresponde. 


PROBLEMAS DE INVERSION 

Muchos problemas de inversion utilizan la formula del interes simple 

/ = Crt 

donde / es la cantidad de interes ganada sobre una suma de dinero C (llamada capital) 
invertida a una tasa de interes simple de porcentaje r por t anos. Como lo muestra el siguien¬ 
te ejemplo, puede ser util organizar los datos en forma tabular. 

EJEMPLO 5_ 

Una mujer de empresa planea invertir un total de US$24,000. Parte de el se pondra en un 
certificado de ahorros que paga 9% de interes simple, y el resto en un fondo de inversiones 
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que produce 12% de interes simple. ^Cuanto debe invertir en cada uno para obtener una 
ganancia de 10% sobre su dinero despues de un ano? 

Solucion. Sea 

* = la cantidad en dolares invertida en ei certificado de ahorros, 
entonces 24,000 — x = la cantidad de dolares puesta en el fondo de inversiones. 

La siguiente tabla resume la informacion dada. 



CAPITAL 

TAjA de interes 

TIEMPO 

: INTERES GANADO 


C 

r 

t 

I = Crt 

Certificado 
de ahorros 

X 

0.09 

1 

x(0.09)(l) = 0.09* 

Fondo de 
inversiones 

24,000 - * 

0.12 

1 

(24,000 -*)(0.12)(1) 
=0.12(24,000 - *) 

Inversidn 

equivalente 

24,000 

0.10 

1 

(24,000)(0.10)(1) 

= 2,400 


Puesto que el interes combinado procedente del certificaclo de ahorros y el fondo de 
inversiones va a igualarel de una inversion total equivalente hecha a 10% de interes simple, 
tenemos 

0.09* + 0.12(24,000 - x) = 0.10(24,000) 

Despeje * como sigue: 

9x + 12(24,000 - x) = 10(24,000) 

9x + 288,000 - 12* = 240,000 
-3* = -48,000 
* = 16,000 

Entonces, se deben invertir US$16,000 en el certificado de ahorros, y se deben poner 
US$24,000 — US$16,000 = US$8,000 en el fondo de inversiones. 

Prueba: la suma de US$16,000 y US$8,000 es US$24,000. El interes ganado sobre el 
certificado de ahorros es US$16,000 (0.9)(1) = US$1,440. El interns ganado sobre el fondo 
de inversiones es de US$8,000 (0.12) (1) = US$960. Si los US$24,000 se invirtieron a 
10%, el interes ganado serfa (US$24,000)(0.10) (1) = 2,400. Puesto que US$1,440 + 
US$960 = US$2,400, la respuesta corresponde. 


PROBLEMAS DE RAZON DE CAMBIO 

Si un objeto se mueve a una velocidad constante r, entonces la distancia d que recorre en t 
unidades de tiempo esta dada por 

d = rt (5) 

Otras formas de (5) que pueden ser utiles para solucionar ciertos problemas de razon de 
cambio son 

d d 

r = — y t = — 
t r 

Comunmente la parte mas dificil de solucionar en un problema de distancia es determinar 
que relacion expresar como ecuacion. Puede ser util considerar las siguientes preguntas: 
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64. El concepto de temperature de enfriamiento del viento esta 
basado en el trabajo de Siple y Passel en 1945. Determinaron 
una formula empi'rica de razon de refrigeracion 

K = (10 Vv + 10.45 - v)(33 - T) 

donde v es la velocidad del viento mcdida en m/s, T cs la tem¬ 
perature del aire en grados Celsius y K es la razon de refrigera¬ 
cion en kilocalorias/metro cuadrado/hora. La temperatura de 
refrigeracion del viento ha sido definida como la temperatura 
T para la cual una velocidad del viento dc 2.2 m/s da la 
misma razon de refrigeracion. 

(a) Utilizando las variables T, v, 7” como se mencionaron arri- 
ba, escriba la ecuacion que resulta de la definicion de tem¬ 
peratura de refrigeracion del viento. 

(b) Resuelva la ecuacion en la parte (a) para T' en terminos 
de T y v. 

(c) Encuentre la temperatura de refrigeracion del viento si T = 
- I0°C y v = 5 m/s. 

65. Dos plantas industrials que producen componentes de maqui- 
nas estan localizadas a 100 millas sobre el rio Watchacallit 
(vease figure 6). Ambas plantas venden componentes al 
mismo precio, US$ 150. Sin embargo, debido a que una planta 
esta rio arriba, sus costos de embarque son mas bajos para los 
clientes ubicados en medio de las dos plantas: 30 centavos por 
milla por componente en vez de 75 centavos por mil la. 

(a) Suponiendo que un cliente comprara de la planta que 
ofrezca el costo total mas bajo, i a que distancia rio arriba 
tendra clientes la planta de rio abajo? 

(b) i Como cambia su respuesta de la parte(a)si las dos plantas 
elevan el precio de sus componentes de US$150 a 
US$160? 

(c) ^Como cambia su respuesta de la parte (a) si los costos dc 
embarque se duplican? 

(d) <,Que precio de venta tendrfa que ofrecer la planta de rio 
abajo para recuperar la mitad del territorio entre las dos 
plantas? 


66. Los conservacionistas tienen una forma simple de calcular la 
poblacion total de especies de peces en un lago. Tienden redes 
por 24 horas y despues cuentan y marcan los peces atrapados. 
Estos peces son liberados y se lanzan de nuevo las redes por 
otras 24 horas. Ti'picamente, la capture en el segundo dia in- 
cluye tanto los peces marcados como los no marcados. Para 
obtener un calculo de la poblacion, los conservacionistas asu- 
men que la razdn de peces marcados respecto de la captura 
total del segundo dfa iguala la razon de captura del primer di'a 
respecto de la poblacion total. 

(a) Escriba una formula que exprese esta suposicion, utili¬ 
zando los si'mbolos P para poblacion total, Ci y Ci para el 
numero de peces atrapados el primero y segundo dias res- 
pectivamente, y m para el numero de peces marcados el 
segundo di'a. 

(b) Resuelva la ecuacion obtenida en la parte (a) para P. 

(c) Si se atrapan 40 robalos el primer di'a y 5 de 45 robalos 
atrapados el segundo dfa ya estan marcados, ^cuantos ro¬ 
balos se calcula que hay en el lago? 

(Nota: en la practica actual, se tienden las redes por varios dias y se 
utiliza un analisis cstadi'stico para obtener un calculo mas prcciso 
dc la poblacion total dc peces). 




La ecuacion lineal ax 4- b = 0, a 4 0, la cual estudiamos en la seccion 2.1, es un tipo 
especial de ecuacion polinomica. Una ecuacion polinomica de gradoues una ecuacion de 
la forma 

a„x" + a„^ i x n ~ i 4- • • • + a 2 x 2 + a^x + a 0 = 0, a„ # 0 (6) 

donde n es un numero entero no negativo y a,-, i = 0, 1 ... n, son numeros reales. Para una 
ecuacion lineal el grado n = I . 

La solucion de una ecuacion polinomica se llama raiz de la ecuacion. Por ejemplo, 
sabemos que —b/a es la unica rafz de la ecuacion polinomica lineal de primer grado ax + 
b = 0 
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En esta seccion examinamos la ecuacion cuadratica o de segundo grado: 

ax 2 + bx + c = 0, a 0 (7) 

Demostraremos que esta ecuacion tiene a lo sumo dos rafces. Las ecuaciones polinomicas 
de mas alto grado se estudiaran en el capftulo 4. 

Muchos problemas sobre objetos en movimiento incluyen ecuaciones cuadraticas. Por 
ejemplo, si se lanza un globo de agua con una velocidad inicial de 48 pies/s directamente 
hacia abajo desde una ventana de un dormitorio 64 pies arriba del suelo, la altura y (en pies) 
arriba del suelo despues de t segundos esta dada por 

s = — 16r 2 - 48r + 64 

Cuandoel globo golpeael suelo, su altura,?es igual aO;entonces, podemoshallarel tiempo 
transcurrido solucionando 

-1 bt 2 - 48f + 64 = 0 

Esta ecuacion es equivalente a 

t 2 + 3r - 4 = 0 


METODO DE FACTORIZACION 

Como veremos, esta ecuacion se resuelve facilmente por medio del metodo de factoriza¬ 
cion. Este metodo se basa en la propiedad de la multiplicacion por cero que se trato en la 
seccion 1.1: si a y b representan numeros reales y a ■ b = 0, entonces a = 0 o b = 0. La 
tecnica se ilustra en el siguiente ejernplo. 


EJEMPLO 1_ 

Resuelva lx 2 + 5.r — 3 = 0. 

SolUCion. Por factorizacion, obtenemos la ecuacion equivalente 

(x + 3)(2v - 1) = 0 

Si aplicamos la propiedad de la multiplicacion por cero concluimos que 
.i + 3= 0 o 2 jc — 1=0 
Las soluciones de estas ecuaciones lineales son 

x = — 3 y .r = \ 

respectivamente. El hecho de que estas sean rafces de la ecuacion lx 2 + 5.r - 3 = 0 
puede verificarse por sustitucion. 


Ahora podemos solucionar facilmente r + 3/ - 4 = 0 para hallarel tiempo que le toma 
al globo golpear el suelo. Primero escribimos t 2 + 3t - 4 = 0 en su forma factorizada: 

(t + 4) (t - 1) = 0 

Segun la propiedad de la multiplicacion por cero, encontramos que debemos solucionar 

r + 4 = 0 y z — 1=0 

Las soluciones de estas ecuaciones son 

t = -4 y t = 1 
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<^Hay dos distancias (o tiempos o velocidades) que sean iguales? 

<^Es la suma de dos distancias (o tiempos o velocidades) una constante? 

/,Es la diferencia de dos distancias (o tiempos o velocidades) una constante? 


EJEMPLO 6_ 

A una motociclista !e toma I hora y media mas en la noche que en el dia viajar entre dos 
ciudades. En la noche recorre un promedio de 40 millas por hora mientras que en el dia 
puede reconer un promedio de 55 millas por hora. Encuentre la distancia entre las dos 
ciudades. 

Solucion. Asignemos d = a la distancia entre las dos ciudades. La siguiente tabla muestra 
la distancia, velocidad y tiempo de cada viaje. 



DISTANCIA 

VELOCIDAD 

TIEMPO 


cl 

r 

d 

t = — 

r 

Noche 

d 

40 

d 

40 

Dfa 

d 

55 

d 

55 


Puesto que le toma 1.5 horas mas reconer la distancia entre las dos ciudades en la 
noche, tenemos 

d d 

-= 1.5 

40 55 

Multiplicamos ambos lados de esta ecuacion por (40)(55) = 2,200 y despejamos: 

55 d - 40 d = 3,300 
15 d = 3.300 
d = 220 

La distancia entre las dos ciudades es de 200 millas. 

Prueba: su tiempo en la noche es de 220/40 = 5.5 horas, y durante el dfa es 220/5 = 4 
horas. Puesto que 5.5 - 4 = 1.5, la respuesta corresponde. 


PROBLEMAS DE MEZCLAS 

Los problemas de mezclas se dan principalmente en quimica, farmacologfa, manufactura 
y situaciones de la vida diaria. Cuando resol vemos problemas mezclas, nos centramos en la 
cantidad que tiene un elemento en cada una de las diferentes combinaciones. De nuevo, 
puede ser util organizar la informacion en forma tabular, como lo vemos en el siguiente 
ejemplo. 


EJEMPLO 7_ 

Halle cuantos litros de alcohol puro deben anadirse a 15 L de solucion que contiene 
20% de alcohol para que la mezcla resultante sea de 30% de alcohol. 
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Sea x = cantidad de alcohol puro anadida 

Entonces 15 + * = cantidad en litros en la nueva solucion. 
La siguiente tabla resume la informacion dada. 



LITROS DE 
SOLUCION 

CON CENTRACION 
DE ALCOHOL 

LITROS DE 
ALCOHOL 

Solucion original 

15 

0.20 

0.20(15) 

Alcohol puro 

X 

1.00 

1.00* 

Mezcla resultante 

15 +* 

0.30 

0.30(15 +*) 


Puesto que la cantidad de alcohol en la solucion original mas la cantidad de alcohol 
puro anadida balancean la cantidad de alcohol en la mezcla resultante, tenemos: 

0.20(15) + 1.00* = 0.30(15 + *) 

3 + * = 4.5 + 0.3* 

0.7* = 1.5 
* = ¥ 

La cantidad de alcohol puro anadida es V L. 

Prueba: si se agregan ^ L de alcohol, la nueva solucion sumando 15 + V = Lp L 
contiene(0.20)(15) + ¥ = P Lde alcohol. Ya que p/ 1 ! 4 = 0.30, la nueva solucion es 
de 30% de alcohol y la respuesm corresponde. 


PROBLEMAS DE TRABAJO 

Muchas personas (o maquinas) que hacen el mismo trabajo, cada uno de ellos trabajando a 
una velocidad constante, pueden completar el trabajo mas rapido que si alguno de ellos 
trabajara solo. Entonces, para solucionar problemas de trabajo, utilizamos el siguiente 
principio basico. Si un individuo puede hacer todo el trabajo en T unidades de tiempo, se 
concluye que en * unidades de tiempo, x/T del trabajo se completa. Por ejemplo, si una 
persona puede hacer un trabajo completo en 5 horas, entonces en 3 horas pueden hacerse I 
del trabajo. 


EJEMPLO 8_ 

Trabajando sola, una bomba Apuede llenar un tanque en 2 horas y una bomba Bpuede llenar 
el mismo tanque en 3. Determine que tan rapido las bombas pueden llenar el tanque traba¬ 
jando juntas. 


Solucion. Asignando a 

* = el numero de horas que ambas bombas requieren para llenar 
el tanque juntas. 

Entonces 

X 

— = fraction del trabajo completo culminado en * horas 
por una bomba A 
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y 


X 


3 


fraccion de todo el trabajo culminado en x horas 
por una bomba B. 


Esta informacion se sintetiza en el siguiente cuadro. 



TIEMPO (EN HORAS) 

PARA COMPLETAR 

TODO EL TRABAJO 

FRACCION DE TRABAJO 
COMPLETADO EN 
x HORAS 

Bomba A 

2 

X 

2 

Bomba B 

3 

X 

3 

Ambas 

X 

i 


La suma de las fracciones hechas por cada bomba en x horas es 1, ya que las dos 
bombas, al trabajar juntas completan todo el trabajo en x horas. Entonces, tenemos 



Despejando x, encontramos 

3* + 2x = 6 
5x = 6 


Trabajando ambas bombas les toma § horas (1 hora 12 min) para llenar el tanque. 


Prueba: en § horas la bomba A llena § 12 = ^ de tanque, y la bomba B llena §/3 = § de 
tanque. Puesto que § + f = 1, la solucion corresponde. 


Ademas de la edad, la inversion, la razon de cambio, la mezcla y los problemas de 
trabajo que acabamos de considerar, hay una gran variedad de problemas de palabras. Ter- 
minamos esta seccion con dos ejemplos adicionales. 


EJEMPLO 9_ 

Un campo rectangular que es 20 metros (m) mas largo que ancho esta circundado de exacta- 
mente 100 m de cercado (j Cuales son las dimensiones del campo? 

Solucion. La descripcion geometrica de este problema nos obliga a hacer un diagrama. 

(Vease figura 4). 

Asignando a = ancho del campo en metros 

Entonces a + 20 = longitud del campo en metros. 

Ya que el perimetro del campo es de 100 m, tenemos FIGURA 4 



a + 20 


100 = 2 a + 2(a + 20) 
Despejando a , encontramos que 

100 = 4a + 40 
60 = 4a 
15 = a 
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Asf, el ancho es a = 15 y la altura es a + 20 = 35 m. 

Prueba: la altura es de 20 m mas que el ancho, ya que 35 — 15 = 20, y la cantidad de 
cercado requerida es 2(35) + 2( 15) = 70 + 30 = 100. Entonces, la respuesta corresponde. 


EJEMPLO 10_ 

Un estudiante saca un puntaje de 75 y 82 en sus dos primeros examenes. ^,Que puntaje en el 
proximo examen elevara a 85 su promedio? 


Solucion. Sea 


x = puntaje en el tercer examen. 

Entonces, el promedio de los puntajes de los 3 examenes se representa por 

75 + 82 + a 
3 


Ya que este promedio debe igualarse a 85, tenemos 

75 + 82 + a 

— 85 
3 

Despejando x, obtenemos 


75 + 82 + a = 3(85) 
157 + a = 255 
a = 98 


En consecuencia, un puntaje de 98 en el tercer examen elevara a 85 el promedio del estu¬ 
diante. 


Prueba: si los ires puntajes de los examenes son 75, 82 y 98, el promedio del estudiante 
ser£ 


75 + 82 + 98 
3 


85 


Por tanto, la respuesta corresponde. 


A medida que empiece a hacer los ejercicios, recuerde seguir las sugerencias dadas en 
la pagina 68. Leer y profundizar los ejemplos de esta seccion algunas veces puede ayudarle. 
Examine como seguimos nosotros las sugerencias. Sobre todo, jno se desanime! 


EJERCICIO 2.2 


En los problemas 1 al 18 despeje la variable indicada en termi- 
nos de las variables restantes. 

1. Circunferencia de un cfrculo 

C = 2-it, para r 

2. Perfmetro de un rectangulo 

P = 2a + 21, para / 

3. Interes simple 

/ = Crt, para t 


4. Area lateral de la superficie de un cilindro 

S = 2-nrh, para h 

5. Lfnea recta: forma general 

ax + by + c =0, para y 

6. Lfnea recta: pendiente - intercepto 

y = mx + b, para x 

7. Cantidad acumulada bajo interns simple 

A — C + Crt, para C 
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10 . 


11 . 


12 . 


13. 

14. 


15. 


16. 


17. 


18. 

19. Encuentre dos numeros enteros cuya suma sea 50 y cuya dife- 
rencia sea 26. 

20. El cociente de dos numeros es 4. Si un numcro cs 39 menos 
que el otro, encuentre los dos numeros. 

21. Encuentre tres numeros enteros consccutivos cuya suma sea 
48. 

22. La diferencia dc los cuadrados dc dos numeros consecutivos 
pares es 92. Encuentre los dos numeros. 

23. En 5 afios Bryan tendra 3 veces la edad que tenia hace 7 anos. 
^Cuantos anos tiene? 

24. La firma sanitaria Papik e Hijo anuncia “30 anos de experien¬ 
ce” en higiene sanitaria. Si el padre tiene 16 anos mas de 
experiencia en higiene sanitaria que su hijo, ^cuanto tiempo de 
experience en higiene sanitaria tiene cada uno? 

25. Una pareja tiene US$40,000 para invertir. Si invierte 
US$16,000 a 12% y US$14,000 a8%,^a que porcentaje debe 
invertir el resto para tener un ingreso de US$4,000 provenien- 
te de sus inversiones? 

26. El Sr. Janette tiene tres inversiones de las que recibe un ingre¬ 
so anual de US$2,780. Una inversion de US$7,000 esta a una 
tasade interns anual de 8%. Otra inversion de US$10,000 esta 


Volumen de un paralelepfpedo rectangular 
V = lah, para h 

Ecuacion de la recta: interceptos en x y en y 

x IV 

— + — = 1, para x 
a b 

Ecuacion de la recta: punto pendiente 

y-yi 

-- m, para y 

x — X\ 

Resistencia, en circuitos paralelos 
R { R 2 


R = 


R i + R 2 


, para R 2 


Capacitancia en circuitos en serie 

1 


C = 


-, para C 


1/C, + \/C 2 
Termino enesimo de una sucesion aritmetica 
a n = a + (n — 1 )d, para n 
Suma de una serie geometrica 
5 = --, para r 

Ley de la gravitacion universal de Newton 

r m { m 2 

r = g — 5 —, para m 2 
r 

Cuerpo de cafda libre 
1 2 

s = — gr + v„r, para v 0 

Suma parcial dc una sucesion geometrica 
a — rl 


S = 


-, para l 


1 - r 

Area de la superficie dc un cilindro 
A = 2vr(r + h), para h 


a una tasa de interes anual de 9%. <,Cual es la tasa de interns 
anual que recibe sobre la tercera inversion de US$12,000? 

27. La senora Beecham invirtid parte _de US$10,000 en un certifi- 
cado de ahorros a 1% de interes simple. El resto lo invirtid en 
un ti'tulo que producia 12%. Si recibi6 un total de US$900 de 
intereses por el primer ano, j,cuanto dinero invirtio en el titu- 
lo? 

28. Los Wilson tienen US$30,000 invertidos a 12% y otra suma 
invertida a 8.5%. Si el ingreso anual sobre la cantidad total 
invertida es equivalente a un porcentaje de 10% sobre el total, 
^cuanto han invertido a 8.5%? 

29. Un auto viaja del punto A al punto B a una velocidad prome- 
dio de 55 mph y regresa a una velocidad de 50 mph. Si todo el 
viaje tomo 7 horas, encuentre la distancia entre A y B. 

30. Un avion va en la direccion del viento entre Los Angeles y 
Chicago en 3.5 horas y viaja contra el viento de Chicago a Los 
Angeles en 4 horas. Si la velocidad del avion con aire quieto es 
de 600 mph, halle la velocidad del viento. ^Cual es la distancia 
entre Los Angeles y Chicago? 

31. Una mujer puede ir caminando al trabajo a una velocidad de 3 
mph, o en bicicleta a una velocidad de 12 mph. Si le toma una 
hora mas caminando que yendo en bicicleta, encuentre cl 
tiempo que le toma caminar para ir al trabajo. 

32. Un muchacho parte del punto P en una bicicleta y viaja a una 
velocidad de 15 km/h. Treinta minutos despues, otro mucha¬ 
cho parte del punto P en una bicicleta y viaja a diferente velo¬ 
cidad. Alcanza al primer ciclista 2i horas despues. Encuen¬ 
tre la velocidad del segundo ciclista. 

33. Un hombre recorrio 289 km en auto y luego monto en bicicle¬ 
ta 50 km mas. Si el tiempo total del viaje fue dc 12 horas y la 
velocidad en la bicicleta fue | de la velocidad en el auto, 
encuentre cada velocidad. 

34. Un cohete llevo una capsula a la atmosfera. La capsula aterrizo 
72 minutos mas tardc, despues de hacer un controlado dcsccn- 
so con una velocidad vertical promedio de 420 km/h. Si cl 
cohete teni'a una velocidad 'vertical promedio de 1,010 km/h 
desde cl despegue hasta que se lanzo la capsula, ^a que altura 
se lanzo la capsula? 

35. El radiador de un automovil contiene 10 qt de una mezcla de 
agua y 20% de anticongelante. ^Que cantidad de esta mezcla 
debe vaciarse y remplazarse por anticongelante puro para ob- 
tener una mezcla de 50% en el radiador? 

36. Una cortadora de cesped utiliza una mezcla de combustible de 
23 partes de gasolina y una parte de aceite. ^Cuanta gasolina 
debe anadirsele a un litro de mezcla que tiene 5 partes de gaso¬ 
lina y una parte de aceite para obtener la mezcla correcta? 

37. Cierta capa de suelo de plantacion contiene 10% de turba y 
otra capa contiene 30%. ^Que cantidad de cada suelo debe 
mezclarse para producir 2 pies cubicos de suelo de plantacion 
que tenga 25% de turba? 

38. El jefe de una estacion de servicio compro 15,000 galones de 
gasolina corriente y de primera calidad por US$8,550. Si el 
precio mayorista fue de 55d por galon para la gasolina corrien¬ 
te y 60(Z por galon para la gasolina de primera calidad, deter¬ 
mine cuantos galones de cada clase de gasolina se compraron. 

39. Un camicero vende una clase de came de res a US$0.95 por 
libra y otra clase a US$1.20 por libra. Desea combinar las dos 
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40. 

41. 

42. 


43. 


44. 


45. 


46. 

47. 


48. 


49. 


50. 


51. 


clases para obtener una mezcla que se venda a US$ 1.15 por 
libra. ^Que porcentaje de cada clase se debe utilizar? 

Si Meagan puede completar una tarea en 50 minutos trabajan- 
do solo y Colleen puede hacerlo solo en 25 min, ^cuanto tiem- 
po les tomara hacerla trabajando juntos? 

Si Karen puede recoger un sembrado de frambuesas 'en 6 horas 
y Stan puede hacerlo en 8 , encuentre que tan rapido pueden 
recoger el sembrado juntos. 

Utilizando dos mangueras dc diferente diametro, cl dueno de 
una casa puede llenar una tina caliente en 40 minutos. Si una 
manguera sola puede llenar la tina en 90 minutos, encuentre 
que tan rapido llena la tina por si sola la otra manguera. 
Margot puede limpiar su habitacion sola en 50 minutos. Si 
Jeremy le ayuda, le toma 30 minutos. (.Cuanto tiempo le toma- 
ria a Jeremy arreglar la habitacion sola? 

Un tubo de escape puede vaciar un tanque en 4 horas. El tubo 
se abrio por 1.5 horas y lucgo se cerro. En ese momento se 
abrio un segundo tubo y tomo 2 horas terminar de vaciar cl 
tanque. ^Cuanto tiempo 1c habria tornado al segundo tubo solo 
vaciar el tanque? 

El pcrimetro de un rectangulo es de 50 cm y el ancho es § de 
la altura. Encuentre las dimensiones del rectangulo. 

El area de un trapecio es de 250 pies 2 y la altura es de 10 pics. 
^Cual es la longitud de la base mayor si la de la menor es de 20 
pies? 

El lado mayor dc un triangulo es dc 2 cm mas largo que cl lado 
menor. El terccr lado tiene 5 cm mcnos que cl doblc dc la 
longitud del lado menor. Si cl perimetro cs 21 cm, ^cual es cl 
la longitud de cada lado? 

Un granjero desea eneerrar un campo rectangular y dividirlo 
cn 3 partes iguales con cercado (vease figura 5). 



FIGURA 5 


Si la longitud del campo cs 3 voces el ancho y sc requieren 
1,000 metros de cercado, <,cualcs son las dimensiones del 
campo? 

El area de un efrculo es 80-ir cm 2 menor que el area dc uno 
cuyo radio es 4 cm mayor. Encuentre el radio del clrculo mas 
pequeho. 

La formula recomendable para convcrtir la dosis adulta de una 
droga en dosis infant!I suponc una relacion entre la edad y la 
dosificacion, y se utiliza para ninos menores de dos ahos: 


edad en meses 
150 


x dosis adulta = dosis infantil 


<,A que edad es la dosis del adulto 10 veees la del nino? 
Josue presento un examen. Si deber sacar 99 en un segundo 
examen para tener un promedio de 73 en ambos examenes, 
^cuanto saco en el primero? 


52. Antes del examen final, un estudiantc tiene notas de 72 y 86 . 
Si el examen final vale la mitad de la nota final, ^cuanto debe 
sacar para finalizar el curso con un promedio de 80? 

53. Judy vencio a John en una rigurosa eleccion de presidente del 
salon de los de ultimo ano, donde se registraron 211 votos. Si 
5 cstudiantes hubieran votado por John en vez dc Judy, enton- 
ces John habria ganado por 1 voto. ^Cuantos estudiantes vota- 
ron por Judy? 

54. En la escuela de la avenida Cayley, 40 mas de la mitad de los 
estudiantes son muchachos. Si el mimero de muchachas es 2 
menos que la mitad del numero de muchachos, (.cuantos estu¬ 
diantes asisten a la escuela? 

55. Kurt tiene 4 monedas masdc 10? que dc 5?. Si cl valor total dc 
estas monedas cs de US$2.35, encuentre cuantas monedas de 
10? y de 5? tiene Kurt. 

56. Heidi tiene US$4.65 cn monedas de 5?. dc 10? y dc 25?. 
Tiene 4 monedas mas dc 25? que dc 10? y 5 monedas mas dc 
5? que de 25?. jCuantas monedas de cada clasc tiene Heidi? 

57. El digito de las unidades dc un numero de 2 dfgitos es 5 mas 
que el digito de las decenas. Si el numero original se divide por 
el numero con los digitos invertidos, el resultado cs 5 . En¬ 
cuentre cl numero original. 

58. El denominador dc un fraccionario es 2 mas que el numerador. 
Si tanto el numerador como el denominador se aumentan en I 
unidad, el fraccionario rcsultantc cs igual a jj. Encuentre el 
numero original. 

59. El Sr. Chancy y su hijo Ryan acordaron que el Sr. Chaney le 
daria a Ryan US$5 por cada problema de palabras que Ryan 
solucionara correctamentc, pero que Ryan le pagaria a su 
padre US$2 por cada solucion incorrecta. Despues de que 
Ryan hubo complctado 70 problemas, ninguno le debia nada 
al otro. <,Cuantos problemas soluciono correctamentc Ryan? 

60. Un trabajador obtuvo 6 % dc aumento, lo cual es US$480. 
t.Cual era el antiguo salario?, <,cual es cl nuevo salario? 

61. La compania dc gas vendc una manta aislante para un calenta- 
dor de agua por US$20. Afirma que la frazada reducira los 
gastos de combustible hasta 10%. Si el costo mensual prome¬ 
dio del combustible para el agua caliente cs de US$20, <,que 
tan rapido se “pagara solo” el aislamiento? 

62. En un banquete, el administrador de un restaurante dota un bar 
para particulares con bebidas avaluadas en cifras redondas, 
para simplificar las transacciones. Sc incluye 5% del impuesto 
dc ventas en los precios redondeados. Al final del banquete, el 
administrador encuentra exactamente US$200 en el registro. 
Es lo suficientemcnte intcligente como para saber que es 
mucho sacar US$10 para cl impuesto, pero es incapaz de de- 
ducir la cantidad correcta que sc debe pagar. 

(a) Explique por que US$10 son demasiado impuesto. 

(b) Halle la cantidad correcta de impuesto de venta (hasta el 
ultimo centavo). 

63. Para un descuento de 25% en las ventas, un tendero siempre 
computa primero el descuento y luego ahade 6 % del impuesto 
dc ventas. Otro emplcado en el mismo almacen siempre anade 
primero el impuesto dc ventas y luego apliea el descuento. 

(a) <• Tiene aiguna difereneia? 

(b) ^Puede demostrar que este siempre es el caso para cual- 
quier descuento y cualquier impuesto de venta? 
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Por sustitucion, podemos verificar que tantof = — 4comot = I satisfacen la ecuacion cua¬ 
dratica — 16 1 2 — 48 1 + 64 = 0. Puesto que t = 1 segundo es la unica respuesta positiva, es la 
unica solution significativa al problema ffsico. 


Nota de advertencia: como vemos en el ejemplo del globo de agua, no todas las solucio- 
nes de una ecuacion necesariamente llenaran las condiciones que el problema requiere. 


EJEMPLO 2 _ 

Resuelva 12jc 2 + 15jc = 18. 

Solucion. Ya que planeamos probar el metodo de factorizacion, debemos empezar por 
escribir la ecuacion en la forma estandar ax 2 + bx + c = 0: 

I2.r 2 + I5 jc - 18 = 0 

Eliminando el factor comun 3, se simplifica la ecuacion: 

3(4jc 2 + 5jc - 6) = 0 
4jc 2 + 5jc — 6 =0 

Factorizando tenemos. entonces, (4.r — 3 )(jc + 2) = 0 

Litilizando la propiedad de la multiplicacion por cero, igualamos cada factor a cero para 
obtener 

4jc — 3 = 0 y x + 2 = 0 

Resolviendo cada una deestas ecuaciones resulta .v = ?yjc= —2. Portanto, lasraicesde la 
ecuacion cuadratica son ^ y — 2. 


Nota de advertencia: cuando se soluciona una ecuacion cuadratica por factorizacion, se 
debe igualar la expresion cuadratica a cero. En el ejemplo 2 no tiene ningun sentido factori- 
zar 4x 2 + 5x = 6 como x(4x + 5) = 6. Puesto que el lado derecho es 6 (no 0), no podemos 
concluir nada sobre los factores xy4.v + 5. 


METODO DE RAIZ CUADRADA 

Si la ecuacion cuadratica tiene la forma especial 

jc 2 = d, para d > 0 ( 8 ) 


podemos resolverla factorizando: 

x 2 - d = 0 
(jc - Vd)(x + Vd) = 0 
x = Vc/ o jc = — V5 

Un metodo altemativo para resolver la ecuacion (8) es sacar la raiz cuadrada de ambos 
lados de la ecuacion. Esto se resume como el metodo de raiz cuadrada. 

Si x 2 = d, d > 0, entonces x = ±\ r d 
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EJEMPLO 3 _ 

Utilice el metodo de rafz cuadrada para resolver (a) lx 2 = 6 y (b) (y — 3) 2 = 5. 

SOLUCION 

(a) Multiplicamos ambos lados de 2v 2 = 6 por 1 para obtener la forma especial (8): 

l(2r 2 ) = 1(6) 
jc 2 = 3 
x - ±V3 

Entonces, las rafces son — VTy VT. 

(b) Observamosquepara.v = y - 3 y d — 5, la ecuacion (y — 3) 2 = 5 tiene la forma especial 
(8). Entonces, sacamos la rafz cuadrada de ambos lados de la ecuacion: 

(v - 3) 2 = 5 
v - 3 = ± V5 

Esto produce 

y - 3 = V5 y v - 3 = -V5 

Resolviendo cada una de estas, encontramos 

y = 3 + V5 y y = 3 - V5 

Entonces, las rafces son 3 4- Vs y 3 — Vs. 


METODO DE COMPLETAR EL CUADRADO 


Cuando una expresion cuadratica no puede ser factorizada facilmente y la ecuacion no tiene 
la forma especial (8), podemosencontrar las rafces completando el cuadro. Esta tecnicase 
aplica a la expresion cuadratica de la forma 

V + Bx + C 

esto es, la expresion cuadratica debe tener I como su coeficiente principal. Reescribimos la 
ecuacion 

x 2 + Bx + C = 0 (9) 

de modo que solo los terminos que estipulan la variable x estan al lado izquierdo de la 
ecuacion: 


jt + Bx = —C 


Luego, agregamos (S/2) 2 a ambos lados: 


x 2 + Bx + 




Ahora, el lado izquierdo es un cuadrado perfecto. 


K)’-( 


!) 


c 


y es facil despejar.v utilizando el metodo de rafz cuadrada. Este procedimiento se ilustra en 
el siguiente ejemplo: 
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EJEMPLO 4_ 

Resuelva 2x 2 + 2x — 1 =0 completando el cuadrado. 

Solucion. Comenzamos por dividir ambos lados de la ecuacion por el coeficiente de x 2 , 
para obtener la forma (9): 


x 2 + jr - 4 = 0 

Ahora escribimos esta ecuacion como 

xr + x = 4 

y anadimos el cuadrado de la mitad del coeficiente de x a ambos lados de la ecuacion: 

-r 2 + AT + (4) 2 = 4 + (4) 2 

Entonces, tenemos 


(x + 4) 2 = 3 


A1 sacar la raiz de ambos lados de la ecuacion da 




Las soluciones, o raices, son entonces —4 — 4V3 y -4 + 4 V3. 


i 

it 



LA FORMULA CUADRATICA 

« 

La tecnica de completar el cuadrado en una expresion cuadratica es muy util en otras situa- 
ciones. La encontramos de nuevo en los capftulos 3 y 10. Por ahora, su valor consiste en 
ayudamos a deducir una formula que exprese las raices de ax 2 + bx + c = 0, a 5* 0 en 
terminos de los coeficientes a, b, y c. Primero escribimos la ecuacion de modo que su 
coeficiente principal sea 1: 



a a 

Luego completamos el cuadrado y despejamos ,v: 


r b 

x~ + —x 
a 



c 

a 

-c + (A ) 2 

a \2 a) 
b 2 ~ 4 ac 
4 a 2 


b~ — 4 ac 


4a 2 


x + — = ± 
2 a 


b ±Vfr — 4 ac 
x + — = 

2 a 


V40 2 


Si a > 0, entonces \ / 4a 2 — I2al = 2a y tenemos 


—b ± V b 2 — 4ac 


2 a 


( 10 ) 
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Si i 1 < 0, entonces V4u 2 = I2«l = - 2a y, despues de simplificar, vemos que el resulta- 
do en (10) aun es valido. Este resultado se conoce eomo la formula cuadratica. 



EL DISCRIMINANTE 

De la formula cuadratica vemos que ax 2 + bx + c = 0 tiene rai'ces 

— b - Vb 2 — 4 ac ~b + Vb : — 4 ac 

2 a ^ 2a 

La naturaleza de estas rai'ces esta determinada por el radicando b 2 - 4 ac, al cual se llama 
discriminante. Por la ley de la tricotomfa de la seccion 1.2, el discriminante debe ser 
positivo, cero o negalivo. Estos 3 posibles casos se sintetizan en la siguiente tabla. 


DISCRIMINANTE 

RAICES 

b 2 — 4 ac > 0 

Dos rai'ces reales dilerentes 

II 

5 

"St 

1 

Rai'ces reales iguales 

b 2 - 4 ac < 0 

No hay rai'ces reales 


EJEMPLO 5_ 

Resuelva 3x 2 - 2x - 4 = 0. 

Solucion. De la formula cuadratica con a = 3, b = — 2, y c = —4, tenemos 

-(-2) ± V(-2 ) 2 - 4(3)(—4) 

x = - 

2(3) 

_ 2 ± V52 _ 2 ± 2VT3 
6 6 
1 ± Vl3 
_ 3 

Entonces, las soluciones son (1 VT3)/3y(l + VT3)/3. Aquf vemos que el discriminante 

positivo 13 dio por resultado dos rai'ces reales diferentes. 


EJEMPLO 6_ 

Resuelva 9a: 2 + 16 = 24*. 

Solucion. Para utilizar la formula cuadratica, primero debemos escribir la ecuacion de la 
forma ax 2 + bx + c = 0. Entonces, podemos aplicar la formula cuadratica a 9* 2 — 24* + 
16 = 0 para obtener 
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-(-24) ± V(-24) 2 - 4(9)( 16) 

.V = - 

2(9) 

_ 24 ± V576 - 576 

18 

_ 24 _ 4_ 

~ 18 “ 3 

Puesto que el discriminante es 0, las rai'ces son iguales y la solution es §. 


EJEMPLO 7_ 

Resuelva 3.v 2 — x + 2 — 0. 

Solucion. Pueslo que el discriminante 

b 2 - 4ac = (-1) 2 - 4(3)(2) = -23 
es negativo, concluimos que la ecuacion dada no tiene rafces reales. 

Ciertas ecuaciones polinomicas de grado mayorque dos pueden solucionarse utilizan- 
do la formula cuadratica. 

EJEMPLO 8_ 

Resuelva 4.v 3 + 8.v 2 — 4x = 0. 

Solucibn. Factorizando, escribimos la ecuacion como 

4x(x 2 + 2x — 1) = 0 
o x(x 2 + 2x — 1) = 0 

Entonces, * = 0 o x 2 + 2x — 1=0 

Resolviendo la segunda ecuacion con la formula cuadratica nos da 

_ -2 ± V4 - 4( 1)(— 1) _ -2 ± V4~+4 
^ _ 2 ( 1 ) _ 2 

-2 ± 2V2 ^ 

=-= -1 ± V2 

2 

Las soluciones son 0, — 1 — y — I + 


EJEMPLO 9 _ 

Resuelva x 4 - Zr 2 — 2 = 0. 

Solucion. Esta ecuacion polinomica puede considerarse una ecuacion cuadratica en la 
variable jr 2 ; esto es, 

(jc 2 ) 2 - 2(jc 2 ) -2 = 0 

Utilizando la formula cuadratica para despejar x 2 , tenemos 
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, 2 ± V\2 

A” = - 

2 

= 1 ± V3 

Entonces 

.v 2 = 1 + V3 o a: 2 = 1 - V3 

De .v 2 = I — V3 no obtenemos rai'ces reales ya que 1 — VT"< 0. 

De .v 2 = I + VTtenemos las rai'ces reales — \/1 + V3 y \/1 + \/3. 


Concluimos esta seccion con varias aplicaciones que incluyen ecuaciones cuadraticas. 


Area = 138 cm 2 



3 a + 5 

FIGURA 7 


EJEMPLO 10_ 

El area de un rectangulo es 138 cm 2 . Si la longitud es 5 cm mas que 3 veces el ancho, halle 
las dimensiones del rectangulo. 

SolliCion. Empezamos por dibujar y marcar un rectangulo. como lo muestra la figura 7. 
Designamos 

a = ancho del rectangulo en centimetres. 

Entonces 3a + 5 = longitud del rectangulo en centimetres 
y a (3a + 5) = 138 


Para utilizar la formula cuadratica reescribimos esta ecuacion como 


3 ir + 5 a - 138 = 0 



Pitagoras 


De la formula cuadratica, encontramos que a — — 6 a = 6. Ya que el ancho de un rectan¬ 

gulo debe ser positivo, descartamos la solucion a — — 'f . En consecuencia, la longitud es 
3(6) + 5 = 23 y las dimensiones del rectangulo son 6 cm y 23 cm. 

Prueba: Yaque 23 = 3(6) + 5 y 6(23) = 138, la respuesta corresponde. 


EL TEOREMA DE PITAGORAS 

El teorema de Pitagoras es uno de los mas ampliamente utilizados de la geometna. Mu¬ 
chas de sus aplicaciones incluyen ecuaciones cuadraticas. A pesar de que se llamo as( en 
honor del matematico griego Pitagoras, que vivid alrededor del 540 antes de Cristo, el 
resujtado se conocia antes de su epoca. El teorema dice que en un triangulo rectangulo el 
cuadrado de la longitud de la hipotenusa es igual a la suma de los euadrados de las longitudes 
de los otros dos lados. Para un triangulo rectangulo como el que muestra la figura 8, tene- 
mos la siguiente formula: 


Hipotenusa 



FIGURA 8 


a- + b 2 = c 2 

Hay una amplia gama de pruebas algebraicas y geometricas de este teorema. (Veanse pro- 
blemas 89 y 90). 

EJEMPLO 11_i_ 

En un parque, dos aceras forman un angulo recto con el patio P, el puesto de refrigerio R y el 
estacionamiento E, como lo muestra la figura 9. La longitud total de las aceras es 700 m. Al 
caminar a traves del pasto directamente del estacionamiento al patio, los ninos pueden acor- 
tar la distancia en 200 m. ^Cuales son las longitudes de las aceras? 
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Solucion. Si designamos 

x = longitud de la acera del punto P al R. 
entonces 700 — x = longitud de la acera de R a E. 

Puesto que la distancia de P a E es 200 metros menor que la longitud total de las dos aceras, 
tenemos 

700 — 200 = 500 = distancia de P a E 
Del teorema de Pitagoras, obtenemos la siguiente relacion: F1GURA 9 

x 2 + (700 - x) 1 = (500) 2 

Reescribimos esta ecuacion y resolvemos por factorizacion: 

2x 2 - 1400x + 240,000 = 0 
x 2 - 700x + 120,000 = 0 
(x - 400)(x - 300) = 0 
x = 400 o x = 300 

Refiriendonos a la figura 9, si utilizamos x = 400, encontramos que la longitud de la acera 
desde el patio hasta el puesto de refrigerio es 400 m y la longitud de la acera desde el punto 
de refrigerio hasta el estacionamiento es 700 - 400 = 300 m. De x = 300, encontramos que 
estas distancias estan invertidas. Entonces, hay dos soluciones posibles a este problema. 

Prueba: puesto que 

700 = 300 + 400 y (500) 2 = (300) 2 + (400) 2 
las soluciones corresponden. 



EJEMPLO 12_ 

Un comisionista de vinos gasto US$800 en algunas botellas de vino afiejo Cabernet Sauvignon 
de California. Si cada botella hubiera costado US$4 mas, el comisionista habrfa obtenido 10 
botellas menos por los US$800. 6 Cuantas botellas se compraron? 
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con la cual despejamos * como sigue: 

(800 + 4*)(* - 10) = 800* 

4x 2 - 40* - 8000 = 0 
* 2 - 10 * - 2000 = 0 
-(-10) ± V8100 10 ±90 

* ” 2 “ 2 

* = 50 o * = -40 

Ya que debemos tener un numero positivo de botellas compradas, encontramos que se com- 
praron 50 botellas de vino. 

Prueba: si se compraron 50 botellas por US$800. el costo por botella fue de USS800/50 = 
US$16. Si cada botella costara US$ 4 mas, entonces el precio por botella habna sido 
US$20. A este precio mas alto precio. solo US$800/20 = 40 botellas se habrian podido 
comprar por US$800. Ya que 50 — 10 = 40, la respuesta corresponde. 


EJERCICIO 2.3 


Ea I os problemas 1 al 16, resuelva por factorizacion, 

1. * 2 - 16 = 0 


2. y 2 - 17y + 16 = 0 

3. 2* 2 + * - I = 0 

4. 8r 2 - 22r + 15 = 0 

5. 1 + 4* + 4x 2 = 0 
7. u 2 + 12 = lu 

9. 25y 2 + 15y = -2 
11 . 16 b 2 -1=0 
13. * 3 - 9* = 0 
15. 4 q 5 - 25q 2 = 0 


6 . 4 + 5z — 6z 2 = 0 
8. v 2 + 5v = -4 
10. 2a 2 = a + 1 
12. 25 - c 2 = 0 
14. 16 p 4 - p 2 = 0 
16. * 4 - 18* 2 + 32 = 0 


Los problemas 17 al 22, resuelvalos utilizando el metodo de rafz 
cuadrada. 

17. x 2 = 17 18. 2 y 2 = 100 

19. (v + 5) 2 = 5 20. 5 (w - 1) 2 = 4 

21. 3(r + l) 2 = 9 22. 4(s - 3) 2 = 5 


En los problemas 23-26, despeje * 

23. x 2 - b 2 = 0 24. * 2 + 2dx + d 2 = 0 

25. (* - a) 2 = b 2 26. (* + c) 2 = d 2 


Los problemas del 27 al 34, resuelvalos completando el cuadra- 
do. 


27. u 2 + 2u - 1 = 0 
29. 2k 2 + 5k + 3 = 0 
31. 10* 2 - 20* + 1 = 0 
33. 9r 2 = 36( - 1 


28. v 2 + 3v - 2 = 0 
30. 4 b 2 - 4b - 35 = 0 
32. 36 — 16tv — w 2 = 0 
34. r = dr 2 - 1 


Los problemas 35 al'46, resuelvalos utilizando la formula cua 


dratica. 

35. 3* 2 - 7* + 2 = 0 
37. 9z 2 + 30z + 25 = 0 
39. 2 + 5r - 10r 2 = 0 


36. 4X 2 - 12* + 9 = 0 
38. 1 + 2 w - 6 w 2 = 0 
40. 8/ = —(16Z 2 + 1) 


41. 3s - 2s 2 = § 

43. 2c(c - 1) = 1 
45. * 4 - 6* 2 + 7 = 0 


42. i* 2 + * = 5 
44. 4* 2 = 2(x + 1) 
46. y 4 - 2y 2 = 4 


Los ejercicios 47 al 56, resuelvalos utilizando cualquier metodo. 


47. 3s 2 - 13s + 4 = 0 
49. s 2 - 4s - 4 = 0 
51. 8r + lOr + 5 = 0 
53. 24r 3 - 3r = 0 
55. 4 p 2 = 60 


48. 4X 2 + 8* + 4 = 0 
50. 2.4 + l.Oy + 0. ly 2 = 0 
52. r 2 + 2r= 35 
54. 9 u 2 + 25 = 30 u 
56. 5(c + l) 2 = 25 


Las formulas dadas en los problemas 57 al 62 ocurren frecuen- 
temente en las aplicaciones. Despeje la variable indicada en tOr- 
minos de las variables restantes. (Suponga que todas las varia¬ 
bles representan numeros reales positivos). 


57. Volumen de un cilindro 
V = m^h, para r 


58. Area de un cfrculo 

A = nr 2 , para r 

59. Area de la superficie de un cilindro 

A = 2nr(r + h), para r 


60. Ecuacion de una elipse 

■t 7 

j r y 

— + TT = 1 , para y 
a b 


61. Cucrpo en caida libre 

s = h gl 2 + V, para t 


62. Ley de la gravitacion universal de Newton 




m t m 2 


, para r 


63. Determine todos los .valores de d de modo que x 2 + (d + 6)x + 
84 = 0 tenga dos raices iguales. 
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64. Determine todos los valores de d de modo que 3 dx 2 — 4dx + 
d + 1=0 tenga dos rafces iguales. 

65. Determine la otra rai'z de (k — 2)jr — x — 4k = 0, dado que una 
rai'z es — 3. 

66. Sir, y r 2 son dos rafces reales de la ecuacion cuadratica ax 2 + 
bx + c = 0, demuestre que r t + r 2 = —b/a y r, ■ r 2 = da. 

67. La suma de dos numeros es 22, y la suma de sus cuadrados es 
274, Halle los numeros. 

68. El producto de dos numeros es I mas que 3 veces su suma. 
Halle los numeros si su diferencia es 9. 

69. La base de un triangulo es 3 cm mas larga que la altura. Si el 
area del triangulo es 119 cm 2 , halle la base y la altura. 

70. En una caminata de 35 km un muchacho hace i kilometre por 
hora m4s rapido que otro muchacho. Si hace cl viaje en 1 hora 
40 minutos menos de tiempo que el otro muchacho. halle 
cuanto tiempo le toma a cada muchacho hacer la caminata. 

71. Barbara ha planeado hacer un huerto de legumbres rectangular 
con un perimetro de 76 m y un area de 360 m 2 . Encuentre las 
dimensiones del huerto. 

72. Un campo de juego de beisbol es un cuadrado que ticne 90 pies 
por un lado. Encuentre la distancia desde la primera hasta la 
tercera base. 

73. Si un campo de juego cuadrado tiene una longitud diagonal de 
100 pies, encuentre el 4rea del campo. 

74. Un jardfn de flores tiene la forma de un triangulo rectangulo 
isosceles con una hipotenusa de 50 pies. ^.Cuantos pies de ma- 
dera se necesitan para bordear el jardfn? 

75. Suponga que la hipotenusa de un triangulo rectangulo es 10 
cm mas larga que uno de los lados y ese lado es 10 cm mas 
largo que el otro. Encuentre la longitud de los 3 lados de este 
triangulo rectangulo. 

76. Una escalera de 17 pies se coloca contra el costado de una casa 
de modo que su base esta a 8 pies de la casa. Si se resbala hasta 
que su base esta a 10 pies de la casa, ^.cuanto resbala hacia 
abajo la parte superior de la escalera? 

77. Dos botes de motor abandonan un muelle al mismo tiempo. 
Uno viaja hacia el norte con una velocidad de 18 mph y el otro 
viaja hacia el occidente a 24 mph. Halle la distancia entre ellos 
despues de 3 horas. 

78. Un motociclista viaja a una velocidad constante durante 60 
millas. Si hubiera ido 10 mph mas rapido, habrfa acortado su 
tiempo de viaje una hora. Halle la velocidad del motociclista. 

79. A James le tomo una hora mas que a John hacer un viaje de 432 
millas en auto a una velocidad promedio de 6 mph menos que 
John. ^Que tan rapido condujo cada uno? 

80. Un grupo de mujeres planea distribuir por partes iguales los 
US$14,000 que costo un bote. A ultima hora 3 de las mujeres 
se retiraron, lo cual le eleva la parte de cada una de las mujeres 
restantes en US$1,500, ^Cuantas mujeres habfa en el grupo 
original? 

81. El sefior Arthur compro algunas acciones por US$720. Si las 
hubiera comprado el dfa anterior cuando cada una costaba 
US$15 menos, habrfa podido comprar cuatro acciones mas. 
^Cuantas acciones compro? 

82. Un jardfn rectangular esta rodeado por un camino de grava que 
tiene 2 pies de ancho. El area cubierta por el jardfn es de 80 
pies 2 y el area cubierta por el camino es de 100 pies 2 . Halle las 
dimensiones del jardfn. 


83. A un area rectangular cubierta de hierba de 50 m por 24 m la 
rodea una acera. Si el ftrea cubierta por dicha acera es de 480 
m 2 , ^cual es su ancho? 

84. Se hace un recipiente con un pequeno pedazo de estaho cua¬ 
drado, cortando un cuadrado de 3 pulgadas de cada esquina, y 
doblando los lados (vease figura 10). Si el recipiente va a tener 
un volumen de 48 pulgadas 3 , encuentre la longitud de uno de 
los lados del pedazo de estaho original. 



FIGURA 10 


85. Marfa tiene un pedazo de cartulina con el largo igual al doble 
de su ancho. Si recorta un cuadrado de 2 pulgadas de cada 
esquina y dobla los lados hacia arriba para formar una caja sin 
tapa, tendra una caja con un volumen de 140 pulgadas 3 . Halle 
las dimensiones del pedazo de cartulina. 

86. Se corta un alambre de 32 cm de longitud en dos partes y cada 
una de ellas se dobla para formar un cuadrado. El area total 
comprendida es de 34 cm 2 . Halle la longitud de cada pedazo 
de alambre. 

87. Si se lanza un objeto hacia arriba desde el suelo con un angulo 
de 45° con una velocidad inicial de v 0 metros por segundo, 
entonces la altura en metros arriba del suelo a una distancia 
horizontal de x metros desde el punto de lanzamiento esta dada 
por 



(vease figura II). Si se lanza un proyectil con un angulo de 
45° y con una velocidad inicial de 12 m/s, ^,a que distancia del 
punto de lanzamiento aterrizara? 



88. Si una fuente arroja agua con un angulo de 45° y una velocidad 
de 7 m/s, i a que distancia del chorro caera el agua sobre la 
pileta? (veansc figura 12 y problema 87). 
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89. Una de las pruebas mis concisas del teorema de Pitagoras la 
dio el erudito hindu Bhaskara (alrededorde 1150). Presentoel 
diagrama mostrado en la figura 13 sin indicaciones que le ayu- 


e 



daran al lector. Su unica “explication” fue la palabra 
“jMirad!”. Suponga que un cuadrado de lado c puede dividirse 
en cuatro triangulos rectangulos congruentes y en un cuadrado 
de Iongitud b — a como se muestra. Pruebe que a 1 + b 2 = c 2 . 

90. Suponiendo que un cuadrado de lado a + b puede dividirse 
de dos formas, como en la figura 14, pruebe el teorema de 
Pitagoras. 


b a 


a b 




FIGURA 14 




Numeros complejos 


En la anterior seccion vimos que algunas ecuaciones cuadraticas no tienen solucion real. Por 
ejemplo, x 2 + 1 = 0 no tiene rafces reales porque no hay numero real x tal que x 2 — — 1. En 
esta seccion estudiaremos el conjunto de numeros complejos, que contiene soluciones a 
ecuaciones tales como x 2 + 1 = 0. El conjunto de numeros complejos C contiene el conjun¬ 
to de numeros reales R as! como Ios numeros cuyos cuadrados son negativos. 

Para obtener los numeros complejos C, comenzamos por definir la unidad imagina- 
ria, denotada con la letra i, como el numero que satisfaga 

i 2 = -1 

Es comun escribir 

»■ = vq 

Con i podemos definir la rai'z cuadrada principal de un numero negativo, como sigue: 



EJEMPLO 1 

Halle la rai'z cuadrada principal de (a) V—4 y (b) V—5*. 

Solucion _ 


(a) V^4 = V(—1)(4) = V^lV* = i(2) = 2 i 
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(b) V=5 = V(— 1)(5) = V-fVfi = iV 5 = V5i 


El sistema de numeros complejos contiene la unidad imaginaria /, todos los numeros 
reales, productos tales como bi, b real, y sumas taleseomoa + bi, donde ay b son numeros 
reales. En particular, un numero complejo se define como cualquier expresidn de la forma 

2 = a + bi ( 12 ) 

donde ay b son numeros reales e/ 2 = — 1. A los numeros a y b se los llama las partes reales 
e imaginarias de z, respectivamente. Se dice que un numero complejo de la forma 0 + bi 
es un numero imaginario puro. Note que escogiendo b = Oen (12), obtenemos un numero 
real. A si, el conjunto de numeros reales es un subconjuntodel conjuntode numeros comple¬ 
jos. 

EJEMPLO 2_ 

(a) El numero complejo z = 4 + (-5)/ puede escribirse como z = 4 - 5 i. Su parte reales 4 y 
su parte imaginaria es — 5. 

(b) z = 10/ es un numero imaginario puro. 

(c) z = 6 + 0/ es un numero real. 


EJEMPLO 3_ 

Exprese en la forma a + bi : 

(a) -3 + V=7 

(b) 2 - V— 25 

Solucion 

(a) -3 + V -^7 = -3 + /V7 = -3 + Vli 

(b) 2 - V—25 = 2 - /V25 = 2-5/ 


Para resolver ciertas ecuaciones que incluyen numeros complejos, es necesario especi- 
ficar cuando son iguales dos numeros complejos. 


DEFINICION 1 


Dos numeros complejos son iguales si y solo si sus partes reales son iguales y sus partes 
imaginarias son iguales. Esto es, si 

z i — a\ + b\i y z 2 = a 2 + b 2 i 


entonces 


zi = z 2 y sdlo si a t = a 2 y b\ — b 2 


EJEMPLO 4 _ 

Despeje x y y: 

(2x + 1) + (— 2y + 3)/ = 2—4/ 
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Solucion. Segun la defincion 1 debemos tener 

2x + 1 = 2 y —2y + 3 = —4 
Estas ecuaciones dan como resultado x = £ y y = l- 

La adicion y la multiplicacion por numeros complejos se definen como sigue. 

DEFINICION 2 

Si Z| = a, + b\i y z 2 = a 2 4- /> 2 /, entonces: 

>(i) su suma esta dada por z, + z 2 = (a i + 02 ) + (^1 + b 2 )i 

(ii) y su producto esta dado por z t z 2 — (a\a 2 ~ b t b 2 ) + ( d\b 2 + b\a 2 )i 


PROPIEDADES DEL SISTEMA DE NUMEROS COMPLEJOS 

En la seccion 1.1 enunciamos las propiedades basicas del sistema de numeros reales. Utili- 
zando la definicion de adicion y multiplicacion de numeros complejos, puede demostrarse 
que estas propiedades basicas tambien se aplican al sistema de numeros complejos. En 
particular, las leyes asociativa, conmutativa y distributiva se aplican para los numeros com¬ 
plejos. (Veanse problemas 67 al 69). Observamos, adenias, que en la definicion 2 (i) la 
suma de dos numeros complejos se obtiene sumando sus partes reales e imaginarias corres- 
pondientes. 

Ademas, en vez de memorizar la definicion del producto, podemos multiplicar dos 
numeros complejos utilizando las propiedades asociativa, conmutativa y distributiva fami- 
tiares, y el hecho de que i 2 = — 1. Aplicando este metodo, encontramos que 

(a + bi)(c + di) = {a + bi)c + (a + bi)di 
— ac + ( bc)i + (ad)i + ( bd)i 2 
= ac + ( bc)i + ( ad)i + (bd)(- 1) 

= ac + (bd)(— I) + ( bc)i + ( ad)i 
= (ac — bd) + (be + ad)i 

Este es el mismo resultado del producto dado por la definicion 2 (ii). 

Estas tecnicas se ilustran en el siguiente ejemplo. 


EJEMPLO 5 _ 

Si Z] = 5 — 6/ y z 2 = 2 + 4(, halle (a) z t + z 2 y (b) z,z 2 . 

Solucion 

(a) Combinando terminos semejantes, tenemos 

(5 - 6 i) + (2 + 4i) = (5 + 2) + (-6 + 4)/ = 7 — 2/ 

(b) Utilizando la ley distributiva, podemos escribir el producto (5 — 6i)(2 + 40 como 

(5 - 60(2 + 40 = (5 - 602 + (5 - 604/ 

= 10 - 12/ + 20/ - 24/ 2 
= 10- 24(—1) + (-12 + 20)/ 

= 34 + 8i 
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Nota deadvertencia: no todas las propiedades del sistema de numeros reales se aplican a 
los numeros complejos. En particular, la propiedad de radicales Vo~ VF = VoFnoes cierta 
cuando tanto a como b son negativos. Para ver esto, considere que 

V^W^l = ii = i 2 
= -1 

mientras que 

V(-l)(-l) = VT 

= 1 

Entonces V—'TV—T V(—1)(— 1). Sin embargo, si solo a o b es negativo, 
entonces si tenemos que VaVF = VoF. 


En el conjunto de numeros complejos, la identidad aditiva es el numero 0 = 0 + 0/ y 
la identidad multiplicativa es el numero 1 = 1+ 0/. 

El inverso aditivo de un numero complejo z = a + bi es — z = — a —bi. 

El inverso aditivo se utiliza para definir la sustraccion de numeros complejos: 

(a + bi) — (c + di) = (a + bi) + [—(c + di)] 

= (a + bi) + (—c — di) 

= (a — c) + (b - d)i 

Para obtener el inverso multiplicativo de z = a + bi, introducimos el concepto de 
conjugado de un numero complejo. Si z = a + bi es un numero complejo, entonces a z = 
a - bi se llama su conjugado. Por ejemplo, el conjugado de 8 + 13/ es 8 — 13/, y el 
conjugado de —5 — 2/ es —5 + 2 1 . 

Los siguientes computos muestran que tanto la suma como el producto de un numero 
complejo z y su conjugado z son numeros reales: 

z + z = (a + bi) + (a — bi) = 2a, 
zz = (a + bi)(a — bi) = a 2 ~ b 2 i 2 
= a 1 + b 2 

La ultima propiedad hace que losconjugados sean muy utiles para hallarel inverso multipli¬ 
cativo 1/z o para dividir dos numeros complejos, como lo muestra el siguiente ejemplo. 

EJEMPLO 6_ 

Parazi = 3 - 2/y z 2 = 4 + 5„ expresecada unade las siguientes proposiciones de la forma 
a + bi. 

1 Z | 

(a) — (b) — 

z i z 2 

Solucion. Multiplicands tanto el numerador como el denominador por el conjugado del 
denominador y simplificamos. 

_ 1 3 + 2/ 3 + 2/ 3 _2_. 

3 - 2/ ~ 3 - 2/ 3 + 2/ _ 9 + 4 _ 13 13* 

3 - 2/ _ 3 — 2/ 4 - 5/ _ 12 - 8/ - 15/ + 10i 2 

4 + 5/ 4 + 5/4 — 5/ 16 + 25 

2 - 23/ 2 23 , 

41 _ 41 41 1 


1 

(a) — 

Zl 



Z2 
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Los numeros complejos hacen posible solucionar ecuaciones cuadraticas ax 2 + bx + 
c = 0 cuando el discriminante b 2 — 4 ac es negativo. Ahora vemos que las soluciones de la 
formula cuadratica 


—b + Vfe 2 — 4 ac 


x = 


—b - Vb 2 - 4ac 


x — 


2a ' " 2 a 

representan numeros complejos. Notese que de hecho las soluciones son conjugados entre 
si. Como lo muestra el ejemplo 7, estas soluciones pueden escribirse de la forma estandar 
( 12 ). 


EJEMPLO 7_ 

Resuelva x 2 - 8x + 25 = 0. 

Solucion. De la formula cuadratica, obtenemos 


x = 


-(-8) ± V(-8) 2 - 4(1)(25) 


esto es. 


8 ± 


2 

8 ± 6 i 


= 4 ± 3 i 


De ahf las soluciones 4 + 3/ y 4 — 3 i. 


EJEMPLO 8 . _ 

Resuelva x 2 + 16 = 8. 

Solucion. Como en la seccion 2.3, podemos utilizar el metodo de raiz cuadrada: 

x 2 + 16 = 0 

x 2 = 16 

X = ± V—16 = ±4/ 

Entonces, las soluciones son los complejos 4 i y —4 i. 

Ahora podemos obtener soluciones para cualquier ecuacion cuadratica. En particular, 
si el discriminante es negativo, hemos visto que las rafces son dos conjugados complejos. 


EJERCICIO 2.4 

En los problemas 1 al 45, realice la operacibn indicada. Escriba 
la respuesta de la forma a + bi. 


1. 

V-100 

2. 

— V—8 

3. 

-3 - 

4. 

- V— 125 + 5 

5. 

(3 + 0 - (4 - 30 

6. 

(5 + 60 + (-7 + 20 

7. 

2(4 - 50 + 3(—2 - 0 

8. 

-2(6 + 40 + 5(4 - 80 

9. 

i(—10 + 90 - 51 

10. 

i(4 + 130 - i(l - 90 

11. 

3/(1 + 0 - 4(2 - 0 

12. 

i +i(l - 20 + i(4 + 3ij 

13. 

(3 - 20(1 - 0 

14. 

(4 + 6i)(-3 + 4i) 

15. 

(7 + 140(2 + 0 

16. 

(-5 - V30(2 - V3«) 


17. (4 + 5i) - (2 - 0(1 + 0 

18. (-3 + 60 + (2 + 40(-3 + 20 

19. if 1 - 20(2 + 50 20. i(V2 - 0(1 - V20 

21. (1 + 0(1 + 20(1 + 30 

22. (2 + 0(2 - 0(4 - 20 

23. (1 - 0(2(2 - 0 - 5(1 + 30] 

24. (4 + 000 + 30 - 2(—5 + 30] 

25. 26. /" 

27. r 2 28. r 3 
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31, 

4 

32. 

1 

5 + 4/ 

-1 -f-2/ 

33. 

i 

34. 

i 

i + / 

4 - / 

35. 

4 + 6/ 

36. 

3 - 5/ 

i 

i 

37. 

1 + / 

38. 

2 - 3/ 

i - / 

1 + 2/ 

39. 

4 + 2/ 

40. 

i - 1 i 

2 - 7/ 

4 + 2/ 

41. 

(tH) 

42. 

./I - 2V3/j 
1 + V3/ ) 


43. (1 + /)■ 


2 / 


1 - 

45. (4 - 9/') + 


5/ 

25/ 

2 + / 


44. (5 - 3 /)-—- 

2-i 

46. /(—6 + — 0 + 


En los problemas 47 al 52, despeje x y y. 

47. 2(x + yi) = /(3 — 4/) 

48. (x + >/) + 4(1 -0 = 5- 7/ 

49. /(x + yi) = (1 - 6/)(2 + 3/) 

50. 10 + 6 yi = 5x + 24/ 

51. (1 +'/)(x - yi) = i(14 + 7/) - (2 + 130 

52. Z 2 (l - 0(1 + /) = 3x + yi + i(y + xi) 

En los problemas 53 al 64, resuelva la ecuacion dada 


53. x 2 + 9 = 0 
55. lx 2 = —5 

57. 2X 2 - x + 1 = 0 

58. x 2 - 2x + 10 = 0 

59. x 2 + 8x + 52 = 0 

60. 3X 2 + 2x + 5 = 0 

61. 4X 2 - x + 2 = 0 

62. x 2 + x + 2 = 0 

63. x 4 + 3X 2 + 2 = 0 

64. 2x 4 + 9X 2 + 4 = 0 


54. x 2 + 8 
56. 3x 2 = 


0 


-I 


65. Halle un numero complejo z = x + yi tal que z 2 = /. 

66. Halle un numero complejo z = x + yi tal que z 2 = -3 + 4/. 

67. Demuestre que tanto la suma como la multiplicacibn de nume¬ 
ros complejos son conmutativas. 

68. Demuestre que tanto la adicion como la multiplicacion de nu- 
meros complejos son.asociativas. 

69. Demuestre que la multiplicacion de numeros complejos es dis- 
tributiva frente a la adicion. 

70. Sea z = a + bi, donde ay b no son ambos cero. Demuestre que 

1 __ a b 

z ~ a 2 + b 2 a 2 + b z ‘ 

Sean z, = a + biy z 2 = c + di dos numeros complejos cuales- 
quiera. En los problemas 71 al 74, pruebe las propiedades 
dadas incluyendo los conjugados de z, y z 2 , i| = a — bi y 
z 2 = c - di. 

71. z, = z| si y solo si z, es un numero real. 

72. Z\ + zi = Z] + z 2 

73. Zj/ Z 2 — Z| ■ z 2 

74. zf = z? 

75. Verifique que VaV^" = \/ab si solo a o b es negativo. 

76. Cuando la luz pasa de un medio a otro -por ejemplo, del aire al 
agua- se refracta (o desv/a) y parte de ella se absorbe. Este 
fenomeno puede describirse por medio del t'ndice de refrac- 
cion n y un coeficiente de absorcion k. Los ingenieros han 
encontrado util combinarlos en un fndice de refraccion com¬ 
plejo. 


m = n — ik 

En tratados teoricos sobre la retrodispersion del radar por 
medio de gotitas de lluvia, la expresion 


K = 


rrr - 1 
m 2 + 2 


es importante. Halle K si el fndice de refraccion complejo m es 
5 - 3/. 



Ecuaciones miscelaneas 


Muchas ecuaciones que no son ecuaciones polinomicas pueden convertirse a esa forma por 
medio de operaciones algebraicas apropiadas. Por ejemplo, para resolver 

lx + 5 1 - 2x 


+ x 


(13) 


x + 1 x + 1 

podemos multiplicar ambos lados de la ecuacion por el denominador x + 1 y simplificar: 
(x + = (x + 1 )(^y) +(*+1)* 

X X + 1 7 'XT 1 / 


2x + 5= l — 2x4-x 2 + x 

0 = x 2 - 3x - 4 


(14) 
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Factorizando la expresion cuadratica en (14) da 

(x - 4)(x + 1) = 0 

Las soluciones de estaultimaecuacion son x - 4y;c = — 1. Comolo vimosen laseccion2.1, 
cuando ambos lados de una ecuacion se multiplican por una expresion algebraica que con- 
tenga la variable, se puede introducir una solucion extrafia. Asi, en este caso, necesitamos 
verificar nuestras soluciones. Sustituyendo a 4 en la ecuacion (13), obtenemos 

2(4) + 5 1 - 2(4) 


1 

4 + 1 

13 

7 

- = 

-+ 4 

5 

5 

13 _ 

13 

5 

5 


Asi, 4 es una solucion de la ecuacion (13). Por otro lado, la inspeccion de (13) demuestra 
que -1 no esta en el dominio de la variable y, por tanto, es una solucion extrafia. 

ECUACIONES CON RADICALES 

Como lo ilustran los siguientes ejemplos, se pueden introducir soluciones extrafias elevando 
ambos lados de la ecuacion a una potencia. 

EJEMPLO 1_ 

Resuelva x — 5 = Vx + 7. (15) 

Solucibn. Elevando al cuadrado ambos lados de la ecuacion dada paraeliminarel radical, 
tenemos 

jr - 10.x + 25 = jc + 7 

o jc 2 - \ lx + 18 = 0 

Esta ecuacion se factoriza como 

(x - 9)(jc - 2) = 0 

y sus soluciones son* = 9yx = 2. Si verificamosx = 9 en la ecuacion original, encontramos 

9-5 = 4= V9 + 7 

entonces, 9 es una solucion de (15). Pero si sustituimos jc = 2 en la ecuacion ( 1 5), encontra¬ 
mos 

2 - 5 = -3 ¥■ V2 + 7 = 3 

Por tanto, 2 es una solucion externa, y la unica solucion de la ecuacion original es x = 9. 


EJEMPLO 2 _ 

Resuelva ^41 2 — 1 —2 = 0. 

SoluCi6n. Comenzamos por aislar la raiz a un lado: 

^ 4/ 2 - 1 = 2 

Luego elevando al cubo ambos lados se elimina el radical: 
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(W - l) 3 = (2) 3 

4Z 2 — 1 = 8 
At 2 = 9 
^ = 1 

t= ±V| - ±1 

Verificamos que cada una de estas es una solucion, sustituyendo en A/ / 4f 2 — 1 = 2. 
Sustituyendo t = obtenemos 

V4 (i) 2 - 1 =2, o V4 (!) - 1 =2, o V8 = 2 

lo cual es verdadero. Entonces, § es una solucion. De igual manera, por sustitucion vemos 
que — | es tambien una solucion. 


Como lo muestra el ejemplo 3, algunas veces es necesario elevar ambos lados de la 
ecuacion a potencias mas de una vez para eliminar los radicales. 

EJEMPLO 3 _ 

Resuelva V2w — 4 — Vvv —1 — 1=0. 

Solucion. Para eliminar los radicales debemos elevar al cuadrado ambos lados de la ecua¬ 
cion. Pero para evitar obtener el producto de 2 radicales, reescribimos la ecuacion como 

V2w - 4 = Vw - 1 + 1 

antes de elevar al cuadrado ambos lados. Elevando ahora al cuadrado da 

(V2w - 4) 2 = (Vw- 1 + l) 2 

2w — 4 = (w — 1) + 2Vw — 1 + 1 

o w — 4 = 2Vw — 1 

Elevando de nuevo al cuadrado se produce 

(w - 4) 2 = 4(w - 1) 
w 2 — 8w + 16 = 4w — 4 
w 2 — 12w + 20 = 0 
(w - 10)(w - 2) = 0 

Las soluciones de esta ultima ecuacion son w = 10 y w = 2. Verificando estos valores en la 
ecuacion original, encontramos 

V2(10) - 4 - VlO - 1 - 1 = Vl6 - V9 - 1 = 0 

y V2(2) — 4 - V2 — 1 — 1 = Vo — VI — 1 = — 2 

Asi, la unica solucion de la ecuacion original es w = 10. 

La siguiente lista sintetiza el procedimiento general para resolver ecuaciones con radicales. 
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ECUACIONES DE TIPO CUADRATICO 

Ciertas clases de ecuaciones pueden transformarse en ecuaciones cuadraticas por medio de 
una apropiada sustitucion. Los siguientes ejemplos ilustran esta tecnica. 

EJEMPLO 4 _ 

Resuelva x 2/3 + 4* l/3 — 5 = 0. 

Solucidn. Esta ecuacion puede reescribirse como 
(x 1/3 ) 2 + 4(^ 1/3 ) i -5 = 0 

por tanto, puede considerarse una ecuacion cuadratica en la variable v = jc i/3 . La expresion 
cuadratica del lado izquierdo de 

v 2 + 4v - 5 = 0 

se factoriza, y tenemos entonces 

(v + 5)(v - 1) = 0 

Las soluciones de esta ecuacion son v = —5 y v = 1. Ya que v = jc i/3 , tenemos 

jc 1/3 = -5 y x 1/3 = 1 

Elevando al cubo ambos lados de cada una de estas ecuaciones, obtenemos 

x = — 125 y x=\ 

Luego, por sustitucion, podemos verificar que ambas respuestas satisfagan la ecuacion ori¬ 
ginal. Por tanto, las soluciones son —125 y 1. 


EJEMPLO 5 _ 

Resuelva r 1/2 + 30r~ 1/2 —11=0. 


Soluci6n. Comenzamos por eliminar los exponentes negativos: 

r 1/2 + 30r“ 1/2 -11=0 
30 

r + 7^1 _ 11 = 0 

Para eliminar los fraccionarios de la ecuacion, multiplicamos ambos lados por r l/2 : 

r + 30 — llr I/2 = 0 
r- 1 lr 1/2 + 30 = 0 

o (r 1/2 ) 2 - llr 1/2 + 30 = 0 

Si dejamos ahora a v = r 1/2 , obtenemos una ecuacion cuadratica, 

v 2 - llv + 30 = 0 


que se factoriza como: (v — 6)(v — 5) = 0 
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da como resultado que 


y asi 



y 

y 


V 


= 5 
= 5 


Elevando al cuadradocada unadeestas nos dan las respuestas r = 36 y r = 25. Debe verificar 
que los dos numeros satisfagan la ecuacion original. 


ECUACIONES CON VALORES ABSOLUTOS 

De la definicion de valor absoluto de un numero (vease seccion 1.2) se deduce que para 
cualquier numero real positivo a, 

|.v| = a si y solo si v = a o .v = — a 


EJEMPLO 6_ 

Resuelva |5 jt — 3| = 8. 


Solucion. La ecuacion dada equivale a dos ecuaciones: 

5x — 3 = 8 or 5.r — 3 = — 8 
Resolvemos cada una de estas. De 5.r — 3 = 8, obtenemos 

11 

5.v =11, lo cual implica que x = —. 


De 5x — 3 = —8, tenemos 

5x = — 5 o x = — I 

Entonces, las respuestas son — I y if - Por sustitucion sepuede verificar que ambas satisfa- 
cen la ecuacion dada. 


EJEMPLO 7_ 

Puesto que el valor absoluto de.un numero real es siempre positivo, no hay solucion para la 
ecuacion 

k — 4| = -3 


En el ejemplo 8, resolvemos una formula utilizando algunas de las tecnicas tratadas en 
esta seccion. 


EJEMPLO 8 _ 

El periodo de oscilacion T, o tiempo de una oscilacion completa de un pendulo, esta dado 
por la formula 

T = 2ir\ — 

' V 8 

donde g es la aceleracion debida a la gravedad y / es la longitud del pendulo (vease figura 
15). Despeje l. FIGURA 
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Solucibn. Primero dividimos ambos lados por 2tt para aislar el radical: 


T 

2tt 

T 

277 


2ir\l— 
_ 8_ 

2tt 

T 

g 


Elevando ambos lados al cuadrado para eliminar el radical, obtenemos 

/ T 2 


8 

Multiplicando ambos lados por g, encontramos 


/ = 


gT 2 

47 T 2 


Prueba: sustituimos / — (gT 2 )l(A’u 2 ) en T — 2tt V//g y simplificamos: 
T = 2-ny 


(gT 2 )/( 4tt 2 ) 


= 277 


f '477 2 


Puesto que 7>0, VT 2 = T, y completamos la comprobacion como sigue: 

~ 277 T 


T=2n 


477“ 


277 


= T 


EJERCICIO 2.5 

En los problemas 1 al 40, resuelva la ecuacion dada. 


1. 

3. 

5. 


I _ 2x + 1 
x — *2 x 2 — 4 
s 2 + s 

= s - 3 
1 


2s + 

1 

(y + 2) 2 

6 1 


6. — - — - 1 

y y 


y+2 
0 


2 . 

4. 

-6 = 0 


7. 3 - 


8 . 1 


2z 

z + 1 

8 


(z + l) 2 


16 


1 -x 
x 2 

5r+ 3 

2t - 1 


x 2 + 1 (x 2 + l) 2 

9. x 2 ' 5 - 7x 1/5 -8 = 0 


= 0 


= 0 


10. 6w 1/3 - 7w l/6 -3 = 0 

11. p 1,4 - 12p -1 ' 4 -1=0 

12. (v - 1) 1/2 - (v - l) l/4 - 20 = 0 

13. 12(x + 3) 2/3 + (x + 3) l/3 -1=0 


14. x 4/3 - 13X 2 ' 3 + 36 = 0 


15. V4r 2 - 2 + 5=0 

16. V67 2 + 3 = 7 


3 

x - 1 
2r - 9 
t - 5 


17. 

V"2x - 1 = 5 



18. 

^3 - 5x = 0 



19. 

</2^Jy = -1 



20. 

<J(f - 4 = 2 



21. 

Vx+ 1 +x- 1 =0 



22. 

3x + V3x - 1 = 1 



23. 

V2s - 5 - Vs - 3 = 

1 


24. 

V7 - t = 3r 



25. 

V2h - Vh + 1 + 1 = 

= 0 


26. 

V2x — 7 = 1 + Vx^ 

4 


27. 

V4x - 3 - V2 — 2x 

-1=0 


28. 

w + V3w +1=3 



29. 

V2v - 3 + Vv + 2 = 

= V3v + 3 


30. 

Vx + 1 - Vx + 2 = 

V4x + 3 


31. 

(Vx - l) 2 - 7(Vx - 

1) + 10 = 0 


32. 

r + Vr — 20 = 0 



33. 

|4x - 1| = 2 

34. |4x - 

- 3| = 8 

35. 

\i -1*1 = 1 

36. |5v - 

-4| = 7 

37. 

j 15 - 4y| = 0 

38. x- 

7| = 0 

39. 

|2 - 3w| = - 10 

40. j16/ 

- 2| = -3 

En 1 

los problemas 41 y 42, 

encuentre las soluciones 

ecuacion dada. 



41. 

|1 -x 2 ! =5 

42. I2X 2 

+ 1| = 3 
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Las formulas dadas en los problemas del 43 al 48 ocurren en las 
aplicaciones. Despeje la variable indicada en terminos de las 
demas variables. (Suponga que todas las variables son numeros 
reales positivos). 


43. Teorema de Pitagoras 

c - Va 2 + <r, para a 

44. Perfmetro aproximado de una elipse 


C=2tt 


a 2 + b‘ 


, para b 


45. Curvatura de una grafica 

k =-—— r — para/' 

[1 + (/”)] 

46. Movimiento f Ifptico: velocidad 

d l 

v = R -y—, para r 

47. Movimiento elfptico: periodo 


T = 


2tt 


r 3 ' 2 , para r 


48. Area de la superficie lateral de un cono 
S = CT/Vr 2 + h 2 , para r 


En los problemas 49 al 52, use una calculadora para aproximar 
las soluciones de la ecuacion dada. 

49. 3.T 2 - 2x~' -4 = 0 

50. I.8y + 8 Vy - 5.6 = 0 

51. 2z m - 7z l/3 = 0.5 

52. Vo. 2 * 2 - 1 -3 = 0 

53. La rafz cuadrada de 3 veces un numero disminuido en I es 5. 
Halle el numero. 

54. La rafz cubica de cinco veces un numero aumentado en 3 es 2. 
Halle el numero. 

55. Un rombo es un cuadrilatero con 4 lados iguales s y lados 
opuestos paralelos. Las diagonales D y d son perpendiculares 
y se bisecan entre sf. (Vease figura 16). Utilice el teorema de 
Pitagoras para verificar que 

s = i Vo 2 + dr 



d -> 


FIGURA 16 

56. Randy esta haciendo una cometa en el contomo de un rombo. 
Cada lado de la cometa debe tener 4 pies de largo y su palo para 


la franja horizontal mide 3 pies. Utilice los resultados del pro- 
blema 55 para determinar de que longitud debe ser el palo 
vertical. 

57. La longitud de la diagonal d de una caja rectangular de ancho 
a, altura h, y longitud /, esta dada por 

d = V a 2 + h 2 + l 2 

Si la diagonal de una caja rectangular es de 200 cm, la altura es 
la mitad del ancho, y el largo es dos veces el ancho, encuentre 
las dimensiones de la caja. 

58. Los meteorologos uiilizan la ecuacion D 3 = 2167 2 como mo- 
delo para describir la dimension e intcnsidad de cuatro clases 
de tormentas violentas -tornados, tronadas, huracanes y ciclo- 
nes-, donde D es el diametro de la tormenta en millas y T es el 
numero de horas durante las cuales viaja la tormenta antes de 
disiparse. Despeje T. (Fuente: Notas de Matematicas de un 
Estudiante, NCTM. Enero de 1987). 

59. El peor monzon registrado en el mundo tuvo lugar entre el 13 y 
el 14 de noviembrc de 1970 en el delta de las islas de Ganges 
en Bangladesh. Mas de un millon de personas murieron. Dado 
que esta tormenta duro 24 horas, utilice la formula del proble- 
ma 58 para determinar su diametro. 

60. En los Estados Unidos ocurren cerca de 150 tornados cada 
afio. Si el diametro de un tornado es de 2 millas, utilice la 
formula dada en el problema 58 para determinar cuanto tiempo 
se espera que dure. 



61. Al gasear una gran cantidad de agua, por ejemplo un lago arti¬ 
ficial, es util saber cuanto tiempo le toma a una burbuja llegar a 
la superficie. Las burbujas gaseosas con un radio mayor de 0.5 
cm suben en el agua con una velocidad v en metros por segun- 
do dada por la formula 

v = 1.02 Vgr 
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donde g es la aceleracion debida a la gravedad (9.8m/s 2 ) y r 
es el radio de una burbuja esferica medida en metros. Suponga 
que un aerdforo localizado a una profundidad de 20 m produce 
burbujas de 2 cm de radio. (.En cuanto tiempo tal burbuja liega 
a la superficie? ( Nota: esta f6rmula pronostica que las burbu¬ 
jas grandes ascienden mds rapido qae las pequenas. Esto es 
cierto tambidn para las burbujas dc todos los tamanos, como 
usted lo puede verificar vertiendo un vaso de cualquier bebida 
carbon ada). 

62. Los estudios geologicos sobre la corteza terrestre indican que 
la litosfera fresca (roca fundida) que se apina sobre los rebor- 
des de los oceanos se hunde a medida que estos se enfrfan y se 
alejan de la orilla. En planchas de estructura terrestre, la velo- 
cidad a la cual se hunde la litosfera se predice por la ecuacion 

Z = cVt, 0 <f< 100 

donde Z es la profundidad en metros con la cual se ha hundido 
la litosfera, T es la edad de la litosfera en millones dc anos y C 
es una constante. (El valor C = 300 se ajusta a los datos re 1 ati- 
vamente bien). Vease figura 17. 


Rcborde oceanico 



FIGURA 17 


(a) ^Hasta donde se ha hundido la litosfera despues de 100 
millones de anos? 

(b) Resuelva la ecuacion dada para T. iQu6 edad tiene la li¬ 
tosfera que se ha hundido 500 m? 

63. En 1948 Court afirmo que 

K = (l0.9Vv + 9.0 - v)(33 - D 

era un mejor ajuste empi'rico a los datos recogidos por Siple y 
Passcl para la razon dc mfrigcracion del viento, que la formula 
que ellos mismos habfan dado (vease problcma 64 cn la sec- 
cion 2.2). Halle la vclocidad del viento r, a la cual las dos 
formulas concuerdcn sobre la razon dc refrigcracion. 




Inecuaciones lineales 

deftnimos las relaciones de orden como “mayor que” y “menor que” y 
vimos c6mo interpretarlas en la recta de los numeros reales. Los enunciados que incluyen 
relaciones de orden tales como 

3x-7>5 ■ (16) 

se llaman inecuaciones. Una solucion de una inecuacion es cualquier numero que, cuando 
se lo sustituye pdMa variable, hace que el enunciado sea verdadero. Por ejemplo, si sustitui- 
mos x = 5 en (16), tenemosel enunciado verdadero 3(5) - 7 > 5. Resolver una inecuacion 
significa encontrar el conjunto de todos los numeros reales para los cuales el enunciado es 
verdadero. Se dice que dos inecuaciones son equivalentes si tienen exactamente las mismas 
soluciones. 

Como cuando se resuelven ecuaciones, resolvemos una inecuacion encontrando una 
inecuacion equivalente con solucion obvia. Las siguientes operaciones dan como resultado 
inecuaciones equivalentes. 


2.6 


F.n la sprrif'Sn 1 ? 
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Las operaciones de (i) a (iii) tambien son aplicables con > en lugar de < y < en lugar de > 
Ademas, (i)-(iii) pueden formularse para las relaciones de orden < y > (veanse problemas 
49 y 50). Para verificar (i), asuma que a < b; luego, de la discusion en la seccion 1.2 se 
deduce que b — at s positivo. Si le anadimos c — c = 0 a un numero positivo, la suma es 
positiva. Por tanto, 

b — a + (c — c) = b + c — a — c 

= (b + c) — (a + c) 

es un numero positivo. Entonces, tenemos a + c < b + c. Dejamos la comprobacion de (ii) 
y (iii) como ejercicios (veanse problemas 51 y 52). 


Nota de advertencla: cuando ambos lados de una inecuacion se multiplican por un nu¬ 
mero negativo, entonces aplicando (iii) la direccion de la desigualdad se invierte. Olvidar 
invertir la direccion de una desigualdad es uno de los errores mas comunes que se cometen 
cuando se resuelven inecuaciones. 


INECUACIONES LINEALES 

Cualquier inecuacion que pueda escribirse de la forma 

ax + b < 0, a # 0 (17) 

donde ay b son numeros reales, se llama inecuacion lineal en x. Si el simbolo < en la 
ecuacion (17) se remplaza por <, > o la inecuacion resultante tambien se llama inecua¬ 
cion lineal. Utilizamos las operaciones (i)-(iii) para encontrar la solucion de una inecuacion 
lineal. 


EJEMPLO 1_ 

Resuelva 8* + 4 < 16 + 5*. 


Solucion. Obtenemos inecuaciones equivalentes, como sigue: 


8* + 4 < 16 + 5* 


8x + 4 — 4 < 16 + 5x — 4 


8* — 5* < 12 + 5* — 5* 
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3* < 12 

4(3*) < 4(12) < C = i t> or(ii> 

* < 4. 

Por tanto, las respuestas de 8* + 4 < 16 + 5* son todos los numeros reales menores que 4. 


EJEMPLO 2_ 

Resuelva 4 — 3* ^ f. 

Solucion. Las siguientes inecuaciones son equivalentes. (Usted debe sercapazde explicar 
cada paso). 

4 - 3* < f 

-4 + 4 - 3* < -4 + f 
-3* <4 
-3* <2 

-4(-3*)a -4(2) 

* ^ -§ 

Se deduce que las soluciones de la inecuacion dada son todos los numeros reales mayores o 
iguales que - §. 

INECUACIONES SIMULTANEAS ' 

La inecuacion simultanea 

a < x < b 

significa que tanto a < x como x < b. Por ejemplo, el conjunto de ntimeros reales que 
satisfacen 

2 < * < 5 

es la interseccion de los conjuntos {*12 < *} y {*1* < 5}. Estos conjuntos se grafican 
en la figura 18. Para graficar un conjunto de numeros reales, oscurecemos los puntos en la 
linea de numeros reales que correspondan al conjunto dado. 

Utilizando inecuaciones basicas e inecuaciones simultaneas, podemos describir cier- 
tos conjuntos de numeros reales llamados intervalos. A estos intervalos corresponden una 
notacion y terminologia de intervalo especiales que se muestran en el siguiente cuadro. 
Como lo veremos en los ejemplos siguientes, la notacion de intervalo nos proporciona una 
manera eficaz de escribir las soluciones de muchas inecuaciones. 


INTERVALO 

NOTACION 

DE 

INTERVALO 

NOMBRE 

■ GRAFICA 

{*|a <x<b\ 

( a, b ) 

Intervalo abierto 

— k - )— 

a b 

{x|a < * < fc} 

[a, b ] 

Intervalo cerrado 

— E - 3— 

a b 

{*\a <*<!>} 

(a, b ) 

Intervalo semiabierto 

—1 - 3— 

a b 

(i continua ) 
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INTERVALO 

NOTACION 

DE 

INTERVALO 

NOMBRE 

{*|a < x < b) 

[a, b ) 

Intervalo 

semiabierto 

{x\a < x} 

(a, oo) 

Intervalo infinito 

{x\x < b) 

(-00, b) 

Intervalo infinito 

VI 

* 

(-00, b ] 

Intervalo infinito 

"h 

VI 

[a, oo) 

Intervalo infinito 


GRAF1CA 


\—y 


-4—I- 


4— 


En la tabla utilizamos los sfrnbolos <*, lefdo “infinito”, y -<*, lefdo “menosinfinito”, 
para representar ciertos tipos de intervalos llamados intervalos infinitos . Estos sfrnbolos no 
representan numeros reales. Porejemplo, (7, oo) significa simplemente todos los numeros 
reales mayores que 7. Notese tambien que un corchete cuadrado indica que el punto final 
respectivo se incluye en el intervalo, mientras que un parentesis redondo indica que el punto 
final respectivo no se incluye en el intervalo. 


EJEMPLO 3 _ 

Utilizando la notacion de intervalo, podemos expresar las soluciones de los ejemplos 1 y 2 
de la forma (—oo, 4) y [- §, °°), respectivamente. Las graficas se muestran en la figura 19. 



5 


FIGURA 19 


S0LUCI0N DE INECUACIONES SIMULTANEAS 

Como lo muestran los siguientes ejemplos, usualmente podemos resolver inecuaciones si- 
multaneas aislando la variable en la mitad. Las operaciones (i)-(iii) se aplican en ambas 
partes de la inecuacion al mismo tiempo. 


EJEMPLO 4_ 

Resuelva — 7 < 2x + 1 < 19. D6 las soluciones en notacion de intervalo y trace la grafica. 


Solution. Obtenemos inecuaciones equivalentes como sigue: 

-7 < 2x + 1 < 19 

—7— l<2x+l — 1<19—1 < ^Por(i) 

-8<2x<18 

K- 8 )<*( 2 x)<*( 18 ) < ^Porfii) 

-4 < .r < 9 I l E- H4 - H 

Asf, las soluciones de la inecuacion dada son todos los numeros del intervalo [-4, 9). La -4 o 
grafica se muestra en la figura 20. FIGURA 20 


I I I I I I l ) I I I 

9 
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Nota de advertencia: se usa escribir inecuaciones simultaneas con el numero menor a la 
izquierda. Por ejemplo, a pesar de que 5 > x > 2 esta tecnicamente correcto, debe reescri- 
birse como 2 < x < 5 para mostrar el orden en la recta numerica. El siguiente ejemplo 
ilustra este punto. 


EJEMPLO 5_ 

Resuelva — 1 <1 — 2x < 3. De las soluciones en notacion de intervalo y trace la grafica. 
Solucion. Debe explicar por que las siguientes son inecuaciones equivalentes: 

-1 < 1 - 2x < 3 

-1 - 1 < -1 + 1 - 2x< -1 + 3 
-2 < -2x < 2 

Aislamos la variable x de la mitad de la inecuacion simultanea, multiplicando por — ya 
que la multiplicacion por un numero negativo invierte la direccion de las desigualdades: 

-K-2) > -i(~2x) > -i(2) 
l>x> -1 

+ 4- Para expresar esta solucion en notacion de intervalo, primero la reescribimos poniendo el 

numero menor a la izquierda: 

-1 <x< 1 

Porlo tanto, las soluciones pueden expresarse como el intervalo (-1, 1), el cual sedibujaen 
FIGURA 21 Iafigura21. 


El ejemplo 6 ilustra una aplicacion que incluye inecuaciones 

EJEMPLO 6_ 

A la senora Johnston se le pagan US$15,000 al afio mas una comision de 8% sobre sus 
ventas. ( ',Que ventas anuales correspondertan a un ingreso anual entre los US$23,000 y los 
US$27,000? 

Solucion. Si asignamos a x la cantidad en dolares de las ventas anuales de la senora Johns¬ 
ton, entonces 15,000 -I- 0.08.xes igual a su ingreso anual en dolares. Entonces, queremos 
hallar x tal que 

23,000 < 15,000 + 0.08x < 27,000 
Resolvemos esta inecuacion como sigue 

8000 <0.08x< 12,000 
100,000 <x< 150,000 

Entonces, las ventas anuales de la senora Johnston deben estar entre US$100,000 y 
(US$150,000 para que su ingreso anual oscile entre US$23,000 y US$27,000. 


EJERCICIO 2.6 — 

7. —2 sx< 1 8. x> -4 

En los problemas 9 al 14, diga si es falso o verdadero. 

9. Si a < b, entonces a — 16 < b — 16. _ 

10. Si a < b, entonces -a < -b. _ 

11. Si 0 < a, entonces a < a + a. _ 


En los problemas 1 al 8, escriba la inecuacion utilizando nota- 
ci6n de intervalo y luego haga la grafica del intervalo. 


1 . 

x < 0 

2. 

0 < x < 5 

3. 

x> 5 

4. 

-1 < X 

5. 

8 <x< 10 

6. 

-5<x< 


+- 1 -»-^ 

- 1 0 1 
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12. Si a < 0, entonces 

a + a < a. 

43. 

13. Si 1 < a, entonces 

1 

— < 1. 

44. 

a 

14. Si a < 0, entonces 

— <0. 

-a 

45. 

En los problemas 15 al 26, resuelva la inecuacidn e indique 


donde se utilizan las operaciones (i)-(iii). 

46. 

15. * + 3 > -2 

16. 3* - 9 < 6 


17. ix + 4 s 10 

18. 5 - ix > -4 


19. i - 3* s 6x 

20. -(1 -*)>2x- 1 


21. —7 < * — 2 < 1 

22. 3 £ * + 4 10 

47. 

23. 7<3-ix<8 

24. -3 <4* < 0 

25. 0 < 2(4 - *) < 6 

4 — * 

26. -3< - <7 

4 


48. 


En los problemas 27 a 42, resuelva la inecuacidn, exprese las 
soluciones en notation de intervalo y trace la grafica. 


49. 


27. 2 + 3* < 0 28. i + 5* > 2x - ? 

29. 2 + x > 5(* + 1) 30. -7* + 3 s 4 - x 50. 

31. tt + 6 > 3* - 2 32. V2 - 4 < | - i* 

33. 5* - 8 < 2* - 1 51. 

34. —10 < §x < 4 

35. -3s-x< 2 36. 0 < 3* - 7 < 1 52. 

37. -i < 2 - 4* < 0 38. 2 s ix - 6 < 8 

39. V2 + l<5x+l<8 53. 

40. 100 + x < 41 - 6* < 121 + * 

41. x 2 s (x - l) 2 + 5 54. 

42. (x - 1 )(* + 2) < (x + l)(x - 2) 


Si 7 veces un numero se disminuye en 5, el resultado es menor \ 
que 47. ^Que puede concluirse sobre el numero? 

James tiene dos puntajes de 71 y 82 sobre 100. ^CuSnto debe 
sacar en el tercer examen para tener un promedio de 80 o mds? 
A un tarro de 4 onzas de cafe instantdneo se le descuentan 50 
centavos, y el tarro de 2.5 onzas se vende a US$3. lA qud 
precio seria mds econdmico el tarro mas grande? 
Generalmente, se considera que una persona tiene fiebre si 
tiene una temperature oral mayor de 98.6°F. ^Qud temperatu¬ 
res en la escala de Celsius indican fiebre? (Sugerertcia: recuer- 
de el ejercicio 2.1. que 7> = %T C + 32 donde T c es el grado 
Celsius y 7> es el grado Fahrenheit). 

Un taxi cobra 90 centavos por el primer cuarto de milla y 30 
centavos por cada cuarto de milla adicional. ^Qud distancia en 
cuartos de milla puede recorrer una persona que tiene entre 
US$3 y US$6? 

Un vendedor exitoso normalmente emplea entre 5 y 15 horas 
de las 40 horas semanales de trabajo en la oficina. ^Cuanto 
tiempo ha contactado clientes fuera de la oficina? 

Escriba de nuevo la operacidn (i) para la relacion de orden 
mayor o igual que (a) 

Escriba de nuevo la operacion (iii) para la relacion de orden 
mayor que (>) 

Pruebe la operacion (ii) utilizando el hecho de que el producto 
de dos numeros positivos es positivo. 

Pruebe la operacion (iii) utilizando el hecho de que el producto 
de un numero positivo y uno negativo es negativo. 

Si 0 < a < b, demuestre que 1 lb < 1 la. (,Es necesaria la 
restriccion de que a sea positivo? Explique. 

Si 0 < a < b, demuestre que a 2 < b 2 . ^Cudl es la relacion 
entre a 2 y b 2 si a < b < 0? si < a < 0? 



Inecuaciones con valor absoluto 


-f 

-b 


|x^<^ 


0 


f 


Muchas aplicaciones importantes de inecuaciones incluyen tambien valores absolutos. Re 
cuerde que en la seccion 1.2 1*1 representa la distancia a lo largo de la recta num6rica 
desde * hasta el origen. Asf 1*1 < b(b > 0) significa que la distancia desde * hasta el 
origen es menor que b. Podemos ver en la figura 22 que este es el conjunto de numeros reales 
* tales que - b < x < b. Por otra parte, 1*1 > b significa que la distancia desde * hasta el 
origen es mayor que b. Por tanto, como lo muestra la figura 23, x > b o x < —b. Estas 
observaciones geometric as indican las siguientes propiedades del valor absoluto. 



FIGURA 22 



FIGURA 23 


"ft 
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Las propiedades (i) y (ii) tambien se aplican con < en lugar de < y 2 en lugar de > 


+ 


—*— 1 —f-h—* 

0 2 « 

3 

FIGURA 24 


I—i-Jh—I-+ 

-6 0 22 

FIGURA 25 


EJEMPLO 1_ 

Resuelva 13a - 71 < 1 y grafique las soluciones. 


Solution. Utilizando la propiedad (i), hacemos la identificacion de que X = 3a — 7 y rem- 
plazamos 13a - 71 < 1 por la inecuacion simultanea equivalente. Luego, resolvemos: 

-1 < 3a - 7 < 1 
— 1+7<3a — 7 + 7<l + 7 
6 < 3 a < 8 
i(6) < 3(3 a) < 3(8) 

2 < A < s 

Las soluciones son todos los numeros del intervalo abierto (2, §). La'grafica se muestra en 
la figura 24. 


EJEMPLO 2 _ 

Resuelva |4 - |a| s 7 y grafique las soluciones. 


Solutibn. De la propiedad (ii), para s, hacemos la identificacion de que X = 4 — j x. 
Concluimos que 

|4 - ix\ a: 7 


equivale a 


4 — ix £ — 7 o 4 — 4 a a 7 


resolvemos cada una de estas inecuaciones por separado. Tenemos primero 

4 - \x < -7 

-11 

a a 22 

En notation de intervalo esto es [22, °°). Luego, resolvemos 

4 - ix > 7 
-£r a 3 
a — 6 

En notacion de intervalo esto se escribe (—°o, —6]. 

Puesto que cualquier numero real que satisfaga bien sea a 

4-2A<-7 o 4-|as7 

tambien satisface 14 — ^1 > 7, las soluciones son los numeros que estan en la unidn de 
los dos intervalos sin elementos comunes 

(- 00 , -6] U [22, 00 ) 

La grafica de estas soluciones se muestra en la figura 25. 


EJEMPLO 3 _ 

Resuelva |3a — 4| s 0. 
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Solucibn. Puesto que el valor absoluto de una expresion nunca es negativo, los unicos 
valores que satisfacen la inecuacion dada son aquellos para los cuales 

|3jc — 4| = 0 o 3jc — 4 = 0. 

Entonces, la respuesta es §. 


Recuerde de la seccion 1.2 que Ijt - a\ representa la distancia a lo largo de la recta 
numerica desde x hasta a. Asf, la inecuacion 


|jc — a\ < b 

la cumpliran todos los numeros reales x cuya distancia de a sea menor que b. Esto es, las 
soluciones son todos los numeros del intervalo abierto de longitud 2b centrado en a. Este 
intervalo se muestra en la figura 26. 


a - b a 

FIGURA 26 


EJEMPLO 4_ 

Utilice una inecuacion para describir el conjunto de numeros reales que se encuentren a 
menos de 7 unidades de 2. Exprese las respuestas de esta inecuacion en forma de intervalo y 
trace la grafica. 


Solucion. Del analisis previo con a = 2 y b = 7 vemos que la inecuacion es 

|jc — 2| C 7 

Podriamos resolver esta inecuacion utilizando la propiedad (i) o simplemente anotar que el 
intervalo descrito tiene punto medio 2 y longitud 2(7) = 14. Como lo muestra la figura 27, 
esto se puede escribir como (2 — 7, 2 + 7) 6 ( — 5, 9). 


7 unidades 


-5 0 

FIGURA 27 


Recuerde de la seccion 1.2 que el valor absoluto satisface 

\ab\ = \a\\b\ 

para cualquier numero real ay b. Esta propiedad se utiliza en el siguiente ejemplo, que 
ilustra un tipo de problema que se encuentra en calculo. 


EJEMPLO 5 _ 

Demuestre que \2x + 6 - (2(3) + 6)| < e* equivale a |jc — 3| < e/2. 

Solucion. Primero simplificamos la expresidn que esta dentro de los sfmbolos del valor 
absoluto: 

\2x + 6 - (2(3) + 6)| < e 
\2x + 6 - (12)| < e 
\2x - 6| < e 
\2(x - 3)| < e 

Utilizando el hecho \ab\ = \a\\b\, obtenemos 

|2| |x - 3| < € 

2|jc — 3| < e 
|jc — 3| < e/2 


* El sfmbolo £ es la letra griega Epsilon, y a menudo se utiliza para indicar una cantidad positiva pequena. 


+ 

a + b 


1 unidades 


1 - 1 [ M ill 
9 
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EJERCICIO 2.7 


En los problemas 1 al 20, resuelva la inecuacion, exprese la 
solution utilizando la notation de intervalo y graflque las solu- 
ciones. 


1. |3jcJ > 18 
3. |* - 4| < 9 


2. |— St| < 4 
4. |3 + *| > 7 


5. \2x - 7| > 


* + VT| > 1 

—12 — 3jc| < 6 


4-3 

2 


<0 


7. 

9. 

11 . 

13. 

15. 

17. 


19. |* - 5| < 0.01 


4* - 6| > 2 
2.1 -x\> 1.4 
3jc — 1 , 

< 6 


6 . 


8 . 

10 . 

12 . 

14. 

16. 

18. 

20 . 


7* + 2| > 0 
117* - 3| < -3 


V3* - 1 


> 2 


3* - 5| < 4 
3.5* + 2.3| < 4.6 

2-5*1 

- > 5 

3 I 

|* - (- 2 )| < 0.001 


En los problemas 21 y 22, utilice dos inecuaciones con valor 
absoluto para resolver la inecuacion simultanea dada. 

21. 2 < |* - 3| < 5 22. 1 < |2* + 4| < 6 

En los problemas 23 al 30, halle una inecuacion cuya solution 
sea el.conjunto de numeros reales que satisfagan la condition 
dada. Exprese cada conjunto utilizando notation de intervalo. 

23. Mayor o igual que 2 unidades de -3 

24. Menor que 5 unidades de 12 

25. Menor que i unidades de 3.5 

26. Mayor que 7 unidades de § 

27. Mayor que VT unidades de -it 

28. Menor o igual a £ unidades de VT 

29. Menor que 8 unidades de a 

30. Mayor que 8 unidades de a 

En los problemas 31 al 34, demuestre que las inecuaciones 
dadas son equivalentes. 

31. |(3* + 5) - (3(4) + 5)| < e; 

|* — 4| < e/3 


32. |(2* - 1) - (2(1) - 1)| < e; 

|*- 11 < e/2 

33. |( —4* + 1) - (-4(2) + l)| < e; 

|* — 2| < e/4 

34. |(2 — 5*) — (2 — 5(—2))| < e; 

|* - (-2)| < e/5 

35. Sean a y b numeros reales tales que a < b. Recuerde de la 
section 1.2 que c! punto medio m del segmento de recta que 
une a a y b se obtiene con m — (a + b)/2 Demuestre que las 
soluciones de I* — ml < (b — a)l2 son todos los numeros 
rcales del intervalo abierto (a, b). 

36. Utilice el rcsultado del problema 35 para escribir el intervalo 
(—3, 5) de la forma 1X1 < e. 

37. Utilice el resultado del problema 35 para escribir el intervalo 
(-7.2, 0) de la forma 1X1 < c. 

38. El peso p de tres cuartas partes de los tarros de cafe llenados 
por un procesador de alimentos satisface la desigualdad 

p - 16.00 

-J < 1 

0.05 1 

donde p se mide en onzas. Determine el intervalo en el cual se 

halla p. 

39. Se espccifica que una parte exacta de un motor pcqueno tiene 
un diametro de 0.623 cm. Para que la parte encaje correcta- 
mente, su diametro debe estar a 0.005cm del diametro especi- 
ficado. Escriba una inecuacion con valor absoluto que tenga 
como soluciones todos los diametros posibles de las partes que 
encajaran. Resuelva la inecuacion para determinar esos dia¬ 
metros. 

40. Se disena una balanza que sea precisa hasta 0.25 onzas. Si en 
la balanza se colocan juntas dos latas de sopa identicas y se 
halla que ticnen un peso combinado de 33.15 onzas, ^cudl es 
el mayor y el menor peso posible de una de las latas? 

41. La necesidad diaria de agua calculada para cierta ciudad esta 
dada por 

|c - 3.725,000| < 100,000 

donde c es el numero de galones de agua utilizados por dia. 
Halle la mayor y la menor necesidad diaria de agua. 



Inecuaciones cuadraticas y racionales 


Ahora consideramos inecuaciones que incluyen ciertos tipos de expresiones cuadraticas o 
racionales. 


INECUACIONES CUADRATICAS 

Cualquier inecuacion que pueda escribirse de la forma 

ax 2 + bx + c < 0, a^0 (18) 
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donde a, by c son numeros reales, se llama inecuacioncuadratica en x. Si el sfmbolo < en 
(18) se remplaza por <, > o >, la inecuacion resultante tambien se denomina inecuacion 
cuadratica. 

Los siguientes son ejemplos de inecuaciones cuadraticas 

2x 2 - 3x < 5 y (jc + 3)(jc - 1) > 0 
puesto que pueden escribirse, respectivamente, como 

lx 2 -3x-5 <0 y x 2 + 2x~3>0 

Para resolver una inecuacion cuadratica, encontramos utiles las siguientes propiedades de 
los numeros reales. 



Portanto, para resolver una inecuacion como (jc + 3)(jc — 1) > 0, debemos determinar 
cuando los dos factores son ambos positivos o ambos negativos, porque entonces su produc- 
to sera positivo. Una manera de ocuparse de los signos de estos dos factores es haciendo un 
diagrama de signos (vease figura 28), como sigue. 


jc + 3 - — — — 0+ + + + + + + + + 
x 1 ---------0 + + + + 

(jc + 3)(jc -1) + + + +0 — - — - 0 + + + + 

- ) ---- 

Numeros crfticos —3 1 


FIGURA 28 


+ 


Primero sefialamos sobre una recta numerica los puntos para los cuales los factores son 
cero (en este caso — 3 y — 1). Como lo muestra la figura 28, estos puntos, llamados numeros 
criticos, dividen la recta en intervalos. A continuacion determinamos el signo de cada fac¬ 
tor en cada uno de estos intervalos y utilizamos las propiedades de signos (i) y (ii). Ya que 
estos factores lineales no pueden cambiar de signo dentro de estos intervalos, basta con 
obtener el signo de cada factor solamente escogiendo un valor deprueba de cada intervalo. 

Por ejemplo, en el intervalo (—°°, —3), si utilizamos x = —10 como valor de prueba, 
encontramos que tanto (a + 3) como (a — 1) son negativos. Se deduce que su producto es 
positivo y se satisface la inecuacion. Para el intervalo (—3, 1), seleccionamos x = 0 como 
valor de prueba y encontramos que (x + 3) es positivo y(x— 1) es negativo. Asf, el producto 
es negativo y la inecuacion no se satisface. Para el tercer intervalo (1, °°), encontramos por 
un valor de prueba de x = 2 que tanto (x + 3) como (a — 1) son positivos. En consecuencia, 
su producto es positivo. Finalmente, debemos decidir si los numeros criticos son solucio- 
nes. Ya que (x + 3) (jc - 1) es igual a cero en los numeros criticos, la inecuacidn (jc + 3) (x 
— 1) > 0 “mayor que” no se satisface. Por tanto, las soluciones las da la union de los dos 
intervalos (—°o, —3) y (1, °°), que pueden escribirse como (—°°, —3) U'( 1, °°). 

En la practica, gran parte de la solucion se puede realizar mentalmente y el resultado de 
cada computo registrarse en el diagrama de signos. Puesto que se puede escoger como valor 
de prueba cualquier numero del intervalo, los valores de prueba no se escriben en el diagra¬ 
ma de signos. 
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En los siguientes ejemplos consideraremos las inecuaciones cuadraticas en las cuales 
la expresion cuadratica se descompone facilmente. Para aplicar la propiedad de signo (i) o 
(ii), debemos tener todos los terminos diferentes de cero al mismo lado del signo de la 
inecuacion. 

EJEMPLO 1_ 

Resuelva x 2 + 2x — 15 5: 0. 

Solucion. Ya que todos los terminos diferentes de cero estan a un lado de la inecuacion, 
comenzamos por factorizar: 

(x - 3)U + 5) > 0 

A continuacion desarrollamos un diagrama de signos (figura 29) con los numeros criticos 3 
y —5. Puesto que la inecuacion incluye un signo “mayor o igual que”, los numeros crfticos 
—5y3,quehacenelproducto(x — 3)(a + 5)igualacero,debenincluirsecomosoluciones. 
Asf, las soluciones son los numeros de la union de (-», -5] U [3, o°). 

x 3 — — — — — — () + + + + 

a + 5 ----() + + + + + + + + + 

(a - 3)(a + 5) + + + + 0- -- -0 + + + + 

+ -- 1 -f-- 

Numeros criticos - 5 3 

FIGURA 29 


EJEMPLO 2 _ 

Resuelva x < 10 — 3x 2 . 


Solucion. Comenzamos por reescribir la inecuacion poniendo todos los terminos diferen¬ 
tes de 0 al mismo lado: 


3jt + x — 10 < 0 

Factorizando nos da 

(3* - 5)(x + 2) < 0 


En el diagrama de signos de la Figura 30 vemos que las soluciones son los numeros del 
intervalo abierto (— 2, |). Los numeros crfticos no se incluyen. (f,Por que?). 


-h 

FIGURA 30 


3a — 5 - + 

x + 2 - -- -() + + + + + + + + + 

(3a - 5)(a + 2) + + + +0-----0 + + + + -F 

-(- 1 - 

Numeros criticos ~2 5 


INECUACIONES RACI0NALES 


Una inecuacion racional es una inecuacion que esta constituida por el cociente de dos 
polinomios, tales como 


2a - 1 
A + 3 


>0 


o 


A 2 - 2a + 3 

A + 1 
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Para resolver una inecuacion racional, encontramos muy utiles las siguientes propiedades 
adicionales de los numeros reales. 



Como lo ilustran los siguientes ejemplos, tambien podemos utilizar un diagrama de 
signos para resolver una inecuacion racional. 

EJEMPLO 3_ 

Resuelva 

iii s -i 

x + 3 


Solucion. Para utilizar las propiedades de signos (iii) o (iv), debemos tener todos los 
terminos diferentes de cero al mismo lado de la inecuacion (exactamente de la misma forma 
como lo hicimos en las inecuaciones cuadraticas). Asf, agregamos 1 en ambos lados de la 
inecuacion y luego combinamos terminos para obtener una inecuacion racional equivalente: 


x + 1 
jc 4- 3 


+ 1 < 0 


x + 1 x .+ 3 

-- +-< 0 

x + 3 x + 3 


2x + 4 
x + 3 


<0 


Utilizando el hecho de que 2x + 4 = 0 cuando x = —2yx + 3 = 0 cuando x = —3, 
preparamos la grafica de signos que se muestra en la figura 31. 


^2x + 4 - - - - 

x +”*3 - - - - 

(2x + 4)l(x + 3) + + + + 


- --0 + + + + 

+ + + + + + + + + 
— — — — 0 + + + + 


Numeros cri'ticos 

FIGURA 31 


-3 


En esta grafica podemos ver que 


2jc + 4 
x + 3 


<0 


paraxen( — 3, —2]. El numero critico —3 noes una solucion, puesto que (2r + 4)1 (x + 3) no 
esta definido para x = — 3 , pero el numero critico — 2 sf, ya que (2x + 4)/(jc + 3) es cero para 
x = —2 


www.elsolucionario.net 





112 


Algebra ytrigonometria 


EJEMPLO 4 

Resuelva 


x 4- 2 

Solucion. Ya que todos los terminos diferentes de cero estan a un lado de la inecuacion, 
comenzamos por dibujar un diagrama de signos con los numeros criticos — 2, 0 y 1 (vease 
figura 32). 

El diagrama muestra que el factor 1 — x es positivo para x < 1 y negativo para x> 1. 
Notamos tambien que x(l — x)/(x + 2) es indefinido para x = — 2. 

Entonces, como lo indica la figura 32, las soluciones estan dadas por (— —2) U [0, 1]. 


x 


1 - x + + + + + + + 

x + 2 - - - - 0 + + 


*(1 - *)/(* + 2 ) 


+ + + 


Numeros crfticos 



+ 

+ 


+ 

+ 


0 + + + + + + + 

+ + + ()---- 
+ + + + + + + + 

0 + + 0 -— - — 


f- i 

0 1 


FIGURA 32 


Como lo muestra el siguiente ejemplo, un diagrama de signos y las propiedades de signos 
(i)-(iv) se pueden utilizar para resolver otro tipo de inecuaciones, siempre que todos los 
(6rminos diferentes de cero esten a un lado de la inecuacion. 

EJEMPLO 5_ 

Resuelva (x — 4) 2 (jc + 8)* > 0. 

Solucion. Ya que todos los terminos diferentes de cero estan al mismo lado de la inecua- 
cion, comenzamos por situar los numeros criticos -8 y 4 en el diagrama de signos. Luego 
consideramos las potencias de cada factor lineal. 

Vemos que, puestoque fr — 4) 2 estaelevado al cuadrado (una potencia par), nunca es 
negativo. Ya que (x 4- 8) 3 es una potencia impar, tiene el mismo signo de x + 8. Por tanto, 
como lo vemos en la figura 33, las soluciones son todos los numeros reales incluidos en ( —8, 
4) U (4, oo). 


(x - 4) 2 

(x + 8) 3 
(x - 4) 2 (x + sy 


Numeros criticos 

FIGURA 33 


+ + 


+ + + + + + + () + + + + 

--!) + + + + + +-+ + + 

--() + + + + 0 + + + + 

-1-*- 

-8 4 


+ 


EJERCICIO 2.8 


En los problemas 1 al 40, resuelva la inecuacion y exprese las 
soluciones utilizando notacion de intervalo. 

1. AT 2 + 2x — 15 > 0 

2. 3X 2 - * - 2 s 0 

3. x 2 — 8x + 12 < 0 


4. 6x 2 + I4x + 4 S 0 

5. x 2 - 5x > 0 

6. x 2 - 4x + 4 s? 0 

7. 3x 2 - 27 < 0 

8. 4jc 2 + lx < 0 


www.elsolucionario.net 




Ecu ACIONES EINECU ACIONES 


113 


9. 

10 . 

11 . 

12 . 

13. 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 

19. 

20 . 
21 . 
22 . 

23. 

24. 

25. 

26. 

27. 

28. 

29. 

30. 

31. 

32. 

33. 

34. 

35. 

36. 

37. 

38. 

39. 

40. 


4x 2 - 4x + 1 < 0 
12x 2 > 27x + 27 
x 2 — 16 < 0 
x 2 - 5 > 0 

[Sugerencia: x 2 - 5 = (x - V5)(x + V5). 
x 2 - 12 < 0 
9x > 2x 2 - 18 
x 2 + 6* < -9 
9x 2 + 30 * > -25 
* — 3 


x + 2 
x + 5 


<0 


> 0 


2 * + 6 

-— £ 0 

* - 3 

3* — 1 


x + 2 
x + I 
x- 1 
x-2 


>0 


+ 2 > 0 


* + 3 
2* - 3 


5* + 2 
3* - 1 
2 * - 1 
5 


■2 -2 


< -4 


* + 8 

10 


<0 


2* + 5 
1 

* 2 + 9 

1 


>0 


< 0 
<0 


*(*- 1 ) 


0 


* + 5 
(1 +*)(! -x) 


<0 


* + 
x 


< 1 


>0 


-(* + 1)(* + 2)(x + 3 ) < 0 

~2(x — l)(* + -i)(*-3)<0. 

(x 2 - I)!* 2 - 4) < 0 
(* - 1 ) 2 (x + 3)(* + 5) > 0 

I ' 2 


(x - -j) (x + 5) J < 0 

* 2 (* - 2)(* - 3) 5 > 0 

(x + 3) 2 (x + 4)(x - 5) 3 

x 2 - * - 20 

9X 2 - 6x + 1 
--5-;-s 0 


> 0 


En los problemas 41 al 44, resuelva la inecuacidn y exprese las 
soluciones utilizando notation de intervalo. Podria necesitar la 
formula cuadratica para factorizar la expresion cuadrdtlca. 


41. x 2 - x - 1 > 0 

42. 6x 2 <3* + 5 


5* - 2 • 

43. — — < 1 


44. 


x 2 + 
x 2 


• -1 


45. ^Para que valores de x es x 2 < x? x 2 > x? 

46. <,Para que valores de * es 1/x < x? * < 1/x? 

47. Si x 2 < 1 , les necesariamente verdadero quex £ 1? Explique. 

48. Si x 2 2 4, ^es necesariamente verdadero que * 2 2? Explique. 

49. Un macizo rectangular va a ser dos veces mas largo que ancho. 
Si el area circundada debe ser de mas de 98m 2 , t quc puede 
concluir sobre el ancho del macizo? 

50. El numero de diagonales d, en un polfgono con n lados, esta 
dado por 


(n - l)n 


^Para que poltgonos pasara de 35 el numero de diagonales? 
51. El numero total de puntos en una formacion triangular, con n 
filas esta dado por 

n(n + 1 ) 


^Cuantas filas puede tener la formacion si el numero total de 
puntos debe ser menor de 5,050? 


n = 1 


n = 2 




F1GURA 34 


52. Los lados de un cuadrado se extienden para formar un rectan- 
gulo. Como lo muestrala ftgura 35, un lado se extiende 2 cm y 
el otro 5 cm. Si el area del rectangulo resultante es menor de 
130 cm 2 , ^cuales son las posibles longitudes de un lado del 
cuadrado original? 
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FIGURA 35 


53. Una resistencia de 5 ohmios y una resistencia variable se insta- 
lan en paralelo. La resistencia resultante R, esta dada por R, = 
5/?/(5 + R). Determine los valores de la resistencia variable R 
para los cuales la resistencia resultante R T sera mayor de 2 
ohmios. 

54. La intensidad / en lumens de cierta fuente de luz en un punto a 

r centimetres de la fuente esta dada por / = 625/ r 2 . que 

distancias de la fuente de luz la intensidad sera menor de 25 
lumens? 


CONCEPTOS IMPORTANTES 


Ecuaciones 

Formula cuadratica 

inecuacion cuadratica 

rafz 

discriminante 

inecuacion racional 

idcntidad 

Teorema de Pitagoras 

Notacion de intervalo 

ecuacion condicional 

Numeros complejos 

intervalo abierto 

ecuaciones equivalentcs 

parte real 

intervalo cerrado 

ecuacion lineal 

parte imaginaria 

intervalo semiabierto 

ecuacion cuadratica 
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ecuacion polinomica 
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solucion extraha 

inecuacion simultanea 


verificacion de una solucion 

inecuacion con valor absoluto 


Completacion del cuadrado 

inecuacion lineal 



EJERCICIO DE PCDAon 

En los problemas 1 al 26, resuelva la ecuacion dada. 



2. 4(1 — x) = x — 3(x + 1) 


3. 


4. 


5. 


t t 

4 3 

-5 = 4- 

r + 1 r + 1 

-4 + = 4 - - 2 \^ 

\3 Vx 


15. 

lx 2 + 100 = 0 


16. 

x 2 + 2x + 4 = 0 

17. 

x 3 - 8 = 0 


18. 

x 3 + 8 = 0 

19. 

x 4 + 4x 2 - 8 = 

0 

20. 

4x 4 — 4X 2 + 1=0 

21. 

x 1/4 - 2x l/2 + 1 

= 0 



22. 

8x 2/3 - 9x ,/3 + 

1 = 0 



23. 

^x 2 - 17 = 4 


24. 

3 + V3x + 1 =x 

25. 

VxT2 - Vx" 

^3 = 

Vx - 6 


26. 

x + 3 — 28x~‘ 

= 0 




2 1 3 

6. —=-f-=-- 

x 2 - l X — 1 X + 1 

7. (1 - y)(y - 1) = y 2 

8. x(2x - 1) = 3 


En los problemas 27 al 34, resuelva la inecuacion dada y grafi- 
que las soluciones. 


9. 

4X 2 + lOx - 24 

= 0 

27. 

2x - 5 > 6x + 7 




10. 

3X 2 + x — 10 = 

0 

28. 

7 < 3 - 2x< 11 




11. 

16x 2 + 9 = 24x 


29. 

|3x - 4| < 5 

30. 

|5- 

■ 2x| > 7 

12. 

x 2 - 17 = 0 


31. 

2x 2 - 9x< 18 

32. 

2 x - 


13. 

2x 2 - 6x — 3 = 

0 




X - 

■ 1 

14. 

4X 2 + 20x + 25 

= 0 

33. 

x 3 > X 

34. 

(x 2 - 

- x)(x 2 + x)<0 
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En los problemas 35 al 40, despeje la variable indicada en ter¬ 
minus de las variables restantes. (Suponga que todas las varia¬ 
bles representan numeros reales positivos). 

35. Area de la superficie de un paralelepfpedo rectangular 
A = 2 (ab + be + ac), para b 


36. Conversidn de temperature 
5 

C = —(F — 32), para F 


37. Ecuacidn de la lente 

1 1 1 

-1-= —, para F 

P <7 / 


38. Volumen de una esfera 


V = — 77r 3 , para r 


39. Ecuacion de la hiperbola 

x 2 y 2 

— - TT = 1, para jt 
a b 1 


j 0. Movimiento de un proyectil 
9 8 _2 

y = x -5 - jt, para x 

v 0 


En los problemas 41 al 48, realice la operation indicada y escri- 
ba la respuesta de la forma a + bi. 


41. (6 - 5i) + (4 + 30 

42. (8 + 20 - (5 - i) 

43. (3 + 20(4 - 50l 

44. (3 + 5i) 2 

45. * 


47. 


4 - 2 ; 

2 - Si 

3 + 4 i 


46. 


48. 


5 + i 
15 - 7i 
7/ 


En los problemas 49 al 52, despeje x y y. 

49. (3* - yi)i = 4(1 + yi) 

50. (1 +.0 2 = {x - yi)i 

51. — = (2 — 30 + (x + yi) 
i 

52. i 2 = -(y + xi) 

53. Si la suma de dos numeros es 33 y su cociente es encuentre 
los dos numeros. 

54. Dos aviones, en aire quieto, vuelan a una velocidad de 180 
mph. Un avidn parte de Los Angeles y viaja en direccion del 
viento hacia Phoenix. El segundo avion parte de Phoenix al 
mismo tiempo y viaja contra el viento hacia Los Angeles. Si la 
distancia entre las ciudades es de 400 millas y los aviones se 
cruzan a 250 millas de Los Angeles, halle la velocidad del 
viento 

55. En cuatro examenes de igual valor, un estudiante tiene un 
puntaje promedio de 76. Si el examen final vale el doble de 


cualquiera de los 4 examenes, encuentre el puntaje que el estu¬ 
diante debe sacar en el examen final para tener un promedio 
total de 80. 

56. Dos autos viajan 40 millas. Un auto viaja a 5 mph mas rapida- 
mente que el otro y hace el viaje en 16 minutos menos de 
tiempo. Halle las velocidades de los dos autos. 

57. La distancia desde Minneapolis hasta Des Moines es de apro- 
ximadamente 250 millas: 100 millas en Minnesota y 150 
millas en Iowa. Anteriormente (mayo de 1987), Iowa habi'a 
elevado su limite de velocidad interestatal a 65 mph, mientras 
que el limite de velocidad de Minnesota era aun de 55 mph. En 
estas circunstancias, suponga que una mujer desea viajar de 
Minneapolis a Des Moines en 4 horas. Si planea conducir a 65 
mph en Iowa, ^a que velocidad debe ir en Minnesota? 

58. Ethan puede escribir en maquina 100 direcciones en 5 horas. 
Comienza y trabaja solo por 2 horas. Luego Sean comienza a 
ayudarle con otra maquina de escribir y terminan la labor en 
otros 90 minutos. t Cuanto tiempo gastaria Sean escribiendo 
en maquina las 100 direcciones solo? 

59. Se va a construir una acera alrededor de una faja circular. El 
diametro de la faja es de 20 m. Si el area de la acera es de 44ir 
m 2 , determine el ancho de la acera. 

60. Si los di'gitos de un numero de dos cifras se invierten, la razon 
del numero original con respecto al nuevo es igual a 5/6. t Cual 
es el numero original? 

61. El bote de Frank navega a una velocidad de 20 mph en agua 
tranquila. Si ella recorre la misma distancia en 3 horas contra 
la corriente de la que puede recorrer en 2 horas en direccion de 
la corriente, ^cual es la velocidad de la corriente? 

62. El piso de una casa es un rectangulo 5 m mas largo que el doble 
de su ancho. Se planea una ampliacion que incrementara el 
area total de la casa a 135 m 2 . Si el ancho de la ampliacion se 
aumenta en 4 m, halle las d'imensiones originales de la casa. 

63. Se corta un borde de ancho uniforme de un pedazo de tela 
rectangular. El pedazo de tela resultante es de 20 por 30 cm. 
(vease figure 36). 

Si el area original era el doble de la actual, halle el ancho del 
borde que se corto. 



FIGURA 36 

64. Tfpicamente, el tamano de la pantalla de un televisor rectangu¬ 
lar se mide a lo largo de la diagonal. Si la pantalla tiene 3.4 
pulgadas mas de largo que de ancho y el tamano de la pantalla 
que se da es de 19 pulgadas, ^cuSles son las dimensiones de la 
pantalla? 

65. Un cohete de juguete se lanza directamente hacia arriba desde 
el suelo con una velocidad inicial de 72 pies/s. Su alture s en 

1 


» 5 

\ 
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pies por encima del suelo despuds de t segundos esta dada por 
s = — 1 6t 2 + lit. ^Durante qud intervalo de tiempo el cohete 
estard a mas de 80 pies del suelo? 

66 . Una enfermera tiene 2 L de una solucidn de 3% de acido b 6 ri- 
co. 4 ,Qud cantidad de una solution de 10 % se debe agregar 
para tener una soluci 6 n de 4%? 

67. El senor Diamond compr 6 dos bonos por un total de 
US$30,000. Un bono paga 6 % de interes y el otro paga 8 %. El 
interds anual del bono de 8 % excede al interds anual del de 6%, 
en US$1 .OOO.Halle el costo de cada bono. 

68 . Teri habfa trabajado en una firma aeroespacial por 21 anos 
cuando Marfa comenzd a laborar allf. Si Teri se jubila cuando 
tiene 5 veces la antigiiedad de Maria, 6 cuanto tiempo ha traba¬ 
jado cada una en la firma? 

69. La Sra. Applebee compro una serie de cajas musicales para su 
almacdn, por un total de US$400. Si cada caja de musica hu- 
biera costado US$4 mas, habrfa adquirido 5 cajas de musica 
menos por la misma cantidad de dinero. ^Cuantas compro? 

70. La regia de Young para convertir la dosis para adultos de una 
droga en dosis para ninos asume una relation entre edad y 
dosis, y se utiliza mas frecuentemente para ninos entre los 3 y 
los 12 anos: 



FIGURA 37 


Martillo de 
masa H 


Tubo de 



FIGURA 38 


(c) El Oldsmobile Limited de 1911 desplazo 706.9 pulgadas 3 
con un taladro de 5 pulgadas y una carrera de 6 pulgadas. 
(Cuantos cilindros tenia? 


edad del nirio 

- x dosis de adulto = dosis de nino. 

edad del nino + 12 

[ A que edad la dosis del adulto es 4 veces la del nino? 

71. Los ingenieros que se ocupan de los riesgos de un alud miden 
la solidez de una banquisa de nieve martillando un tubo de 
metal especialmente disenado en la nieve y viendo hasta donde 
penetra. Le asignan a la banquisa de nieve un numero de apiso- 
namiento R, dado por la formula 

R = H + T + nfH/p 

donde H es la masa del martillo, T es la masa del tubo, n es el 
numero de golpes del martillo,/es la distancia que el martillo 
baja por cada golpe y p es la penetration total despuds de n 
golpes (vease figure 37). Tipicamentc, T y H tienen 1 kg cada 
unay/tiene alrededorde 50cm. Si el numero de apisonamien- 
to de la banquisa de nieve es 150, ^hasta donde penetrara el 
tubo despues de un golpe? 

72. El tamano de una m£quina automotriz se mide por el volumen 
de aire presionado hacia arriba o desplazado por el movimien- 
to de los pistones. Este volumen esta dado por la formula 

V = NirS(B/2) 2 

donde N es el numero de pistones, S es la distancia vertical o 
carrera que cada piston mueve y B es el diametro o taladro de 
un pist6n (vease figure 38). 

(a) Halle el tamano en pulgadas cubicas de un V-8 (maquina 
de 8 cilindros) con un taladro de 4 pulgadas y una carrera 
de 3 pulgadas. 

(b) La maquina de 6 cilindros en 1909 de Thomas Flyer tenia 
un taladro y una carrera de 5.5 pulgadas. Halle su tamano. 
(Nota : las mdquinas antiguas eran grandes debido a su 
baja eficacia). 



Oldsmobile de 1911 


(d) Los automoviles veloces “aumentaran” la potenciade un 
carro aumentando el tamano del taladro y la longitud de la 
carrera. Si la carrera se aumenta en } de pulgada y el 
taladro en | de pulgada en la maquina descrita en la parte 
(a), ^.cuanto desplazamiento se gana? 

73. La formula de Vincent para la temperature de la piel humana 
P y en grados Celsius es 

P v = 30.1 + 0.2/ - (4.12-0.13/)v 

donde t es la temperature del aire en grados Celsius y v es la 
velocidad del viento en metros por segundo. 

(a) iA que temperatures t en aire quieto (v = 0) es menor la 
temperature de la piel que la sangre (37°C)? 

(b) (,Hay una velocidad de viento a la cual tanto la temperatu¬ 
re t como la temperature de la piel P sea igual a la tempera¬ 
ture de la sangre (37°C)? Explique su respuesta. 

(c) Segun esta formula, <,a que temperatures t la velocidad del 
viento hace que se aumente la temperature de la piel? (Su- 



4 
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gerencia: la velocidad del viento aumcntara la temperatu¬ 
re del cuerpo cuando el coeficiente de v sea positivo). 

74. Un arquitecto de estadios ha disenado un parqueadero para 
20,000 autos con 16 salidas a la calle. En condiciones ideales 
se asume que los autos saldran suavemente a 10 mph, utilizan- 
do las 16 salidas, con un espacio de 10 pies entre cada auto . 1 

(a) Si el auto comun tiene 15 pies de largo, ^en cudnto tiempo 
se desocupara el parqueadero? [Sugerencia: convierta 10 
mph a pies por minuto], 

(b) Derive una formula general que exprese el tiempo T en 
minutos en el que C autos saldran de un parqueadero, uti- 
lizando N salidas a la calle, con un espacio de s pies entre 
autos, todos moviendose a v millas por hora, si el auto 
comun tiene L pies de longitud. Incluya el factor que con- 
vierte millas por hora en pies por minuto. 

(c) Resuelva la formula deducida en la parte (b) para N. 

(d) Halle el numero de salidas a la calle requeridas para 
10,000 autos, cadaunode 15 pies de largo, demaneraque 
salgan en no mas de 30 minutos a lOmphcon lOpiesentre 
cada auto. 

75. La gravedad especifica de un material esta defmida como la 
razon de masa del material con respccto a la masa de un volu- 
men igual de agua a 4°C. (Es necesario especificar la tempera¬ 
ture porque el agua se expande si se calienta por encima o se 
enfh'a por debajo de los 4°C). A principios del siglo XX, Thie- 
sen, Scheel y Dieselhorst encontraron la siguiente formula 
emplrica para la gravedad especifica G del agua como una 
funcion de la temperature T en grados Celsius: 

(T - 4 ) 2 

G = 1--- 7 , 0 < T < 30 

118,931 + 1366.75T- 4.137’ 2 

(a) Halle la gravedad especifica del agua cuando T = 30°C. 

(b) La gravedad especifica del agua medida en su punto de 
ebullicion n0O°C) es 0.95838. ^Que daria como valor la 
formula? 

(c) Segun la formula, ^a que temperature es la gravedad espe¬ 
cifica del agua igual a 0.999? 

76. Puesto que el agua es mas densa que el hielo, un banco de hielo 
flotante que se esta congelando sobre una piedra grande puede 
sobrenadar la piedra grande si el banco de hielo crece lo sufi- 


ciente como para sobrepasarel peso de la piedra. Esto ocurrira 
cuando la masa del hielo mas la masa de la piedra sean meno- 
res que la masa del mismo volumen de agua. Drake y McCann 
(1982) disenaron este fenomeno, adoptando una piedra esfdri- 
ca y un banco de hielo en forma de disco (vease figure 39). 



FIGURA 39 


(a) Designe a d b y d, como representantes del diametro de la 
piedra grande y el diametro del banco de hielo, respectiva- 
mente. Designe h, como la altura del banco de hielo y p h 
y p, como las densidades de la piedra grande, y el banco 
de hielo respectivamente. Escriba una formula para la 
masa total del banco de hielo mas la piedra grande. 

(b) Designe a p„ como la densidad del agua. Escriba la for¬ 
mula para la masa del mismo volumen del agua. 

(c) Demuestre que si el banco de hielo va a sobrenadar la 
piedra grande, entonces 



( Sugerencia: para 0 £ a < b, a 1/2 £ b' n \. 

(d) Utilice los valores p h = 2,600 kg/m 3 , p*. = 1 ,030 kg/m 3 , 
Pi = 0.9 p w , y hi = 1 m para hallar el diimetro de la 
piedra mas grande a la cual un cubo de hielo de 30 m de 
diametro puede sobrenadar. 
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Sistema de coordenadas cartesianas, 
relaciones y graficas 

Anteriormente vimos que cada numero real puede asociarse exactamente con un punto en la 
recta numdrica. Ahora examinemos una correspondencia entre puntos en el piano y pares 
ordenados de numeros reales. 

SISTEMA DE COORDENADAS CARTESIANAS 

Un sistema cartesiano o sistema rectangular o sistema de coordenadas* se forma en un 
piano con dos rectas numericas perpendiculares que se intersecan en el punto que le corres- 
ponde al numero 0 en cada recta. Este punto de interseccion se llama origen y se denota con 
O. A menudo, las rectas numericas horizontales y verticales se llaman el eje x y el eje y, 
respectivamente. Los ejes dividen el piano en cuatro regiones, llamadas cuadrantes, que se 
numeran como lo muestra la figure 1 (a). Como vemos en la figure 1 (b) las escalas en el eje x 
y en el eje y no necesariamente son iguales. Un piano que contenga el sistema de coordena¬ 
das rectangular se llama piano cartesiano, piano de coordenadas o piano xy. 




FIGURA 1 


LA ABSCISA Y LA ORDENADA 

Sea P un punto en el piano cartesiano. Asociamos un par ordenado de numeros reales con P, 
trazando una lfnea vertical desde P hasta el eje x, y una lfnea horizontal desde P hasta el eje 
y. Si la lfnea vertical interseca el eje x en a y la lfnea horizontal interseca el eje y en b, 
asociamos el par ordenado (a, b) con el punto P (vdase figure 2). Y, viceversa, a cada par 
ordenado (a, b) de numeros reales le corresponde un punto P en el piano. Este punto se ubica 
en la interseccion de la lfnea vertical y pasa a travds de a en el eje x y la recta horizontal pasa 


* Este sistema se Ilam6 as( en honor del fildsofo y matematico ffances Rene Descartes (1596-1650). 
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a traves de b en el eje y. De aquf en adelante, nos referiremos a un par ordenado como un 
punto que denotaremos como P(a, b) o, simplemente, (a, b)*. Llamamos a a la abscisa, o 
coordenada x de P, y a b la ordenada, o coordenada y, de P. (Vease figura 2). 

Los signos algebraicos de las coordenadas x y y de cualquier punto (*, y) en cada uno de 
los cuatro cuadrantes se indican en la figura 3. Se considera que los puntos que hay en 
cualquiera de los ejes no estan en ninguno de los cuadrantes. Cuando localizamos un punto 
correspondiente a un par ordenado de numeros en un piano cartesiano y lo representamos 
utilizando un punto, decimos que marcamos el punto. 


EJEMPLO 1 



o 

coordenada x 


Marque los puntos/4(1,2), B(— 4,3),C(— §, — 2), £>(0,4) y £(3.5,0). Especifique en que FIGURA 2 
cuadrante se localiza cada punto. 


Sollicion. Los 4 puntos se marcan en el piano cartesiano en la figura 4. El punto A esta en el 
cuadrante I, el# en el II, y el Cen el III. Los puntos D y £, que se localizan en los ejes y y x 
respectivamente, no estan en ningun cuadrante. 


FIGURA 4 



< 

II 

X < 0 

y > 0 

,y 

i 

x > 0 
y > 0 


X 

III 

IV 

x < 0 

x > 0 

y < 0 

y < 0 

FIGURA 3 



RELACIONES Y GRAFICAS 

En general, a cualquier conjunto de pares ordenados de numeros reales se llama una rela¬ 
cion y al correspondiente conjunto de puntos en el piano se llama grafica de la relacion. 


EJEMPLO 2_ 

Grafique la relacion S = {(—1, 2), (0, 4), (3, — |), ( — 3, —1)}. 

Solucion. En la figura 5 hemos marcado los 4 puntos que corresponden a los pares ordena¬ 
dos de la relacion S. (— 1, 2) • 


EJEMPLO 3_ 

Grafique la relacion T = {(jc, y) \ 0 < x ^ 2, |y| = 1}. 


I I I 14- 


(-3. -1) 


* Estaes la mismanotacion utilizadaparadesignarun intervaloabierto. Debeestarclaroconsiderandoelcontexto 
de la discusion si estamos considerando un punto (a, b) o un intervalo abierto (a, b). 


FIGURA 5 
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y Solucion. Primero, recuerde que lyl = I implicaque v = I oy = - 1. Asi, para graficar 

la relacion T, marcamos los puntos cuyas coordenadas x sean numeros del intervalo [0, 2] y 
, , = j cuyas coordenadas y sean 6 I 6 — 1. (Vease figura 6). 


EJEMPLO 4_ 

Trace el conjunto de puntos (jc, y) en el piano que satisfaga cada una de las siguientes 
condiciones: (a) xy < 0 y (b) lyl > 2. 

Solucibn 


FIGURA 6 



FIGURA 7 


(a) El producto de dos numeros es negativo cuando uno de los numeros es positivo y el otro 
negativo. Asf, xy < 0 cuando jc>0yy<0o cuando x < 0 y y > 0. Vemos en la 
figura 3 que jcy < 0 para todos los puntos ( jc , y) en los cuadrantes II y IV. Por tanto, 
podemos representar el conjunto de puntos (jc, y) para los cuales xy < 0 por medio de 
las regiones sombreadas de la figura 7. Los ejes de coordenada se representan por 
medio de Hneas interrumpidas para indicar que los puntos sobre estas li'neas no se inclu- 
yen en la solucion. 

(b) En la section 2.7 vimos que lyl s 2 puede expresarse como y ^ -2 o y > 2. 
Puesto que jc no esta restringido, los puntos (jc, y) para los cuales y<-2oy22 
pueden representarse por medio de las regiones sombreadas de la figura 8. Utilizamos 
li'neas continuas al borde de la region sombreada para indicar que estos puntos s( se 
incluyen en la solucion. 


FIGURA 8 



GRAFICA DE UNA ECUACION 

En los dos ejemplos anteriores examinamos graficas de relaciones definidas por desigualda- 
des. Ahora consideramos relaciones definidas por una ecuacion que relaciona dos variables 
x y y Al conjunto de puntos en el piano que corresponde a los pares ordenados (jc, y) en la 
relacion se llama gr&fica de la ecuacion. 


EJEMPLO 5_ 

Grafique la ecuacion y = x 2 . 

Solucion. Ya que, en general, la grafica de una ecuacion consta de un numero infinito de 
puntos, marcamos unos cuantos y los unimos por medio de una curva uniforme, como lo 
muestra la figura 9. 
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a 

D 

-2 

1 

4 

1 

1 

0 

H 

1 

l 

2 

4 


FIGURA 9 




Nota de advertencia : pueden surgir varios problemas con la tecnica de la demarcacion de 
puntos. Debe marcar los puntos que sean suficientes para poder discemir la forma de la 
grafica. Pero, ^que significa “puntos suficientes”?, <^seis?, ^veinte? (Vease figura 10). 

Por supuesto, la respuesta-depende tanto de la ecuacion que este graficando como de su 
experiencia. A medida que adquiera experiencia en matematicas, encontrara que a menudo 
hay formas de graficar una ecuacion marcando el minimo numero de puntos. Ademas, no 
todas las graficas son “curvas uniformes”. (Vease figura 11). 

Debido al puntiagudo pico del origen, la curva que une los puntos en la figura 11 (b) no se 
considera “suave". Por tanto, tenga cuidado cuando marque los puntos. 


FIGURA 10 

Cinco puntos unidos por medio 
de diferentes curvas uniformes. 



(a) 

FIGURA 11 



Cinco puntos unidos por medio de una curva (a) suave; (b) no suave. 
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EJEMPLO 6- 

Grafique la ecuacion y = Vjc. 

Solucion. Para obtener valores reales para y, observamos que x no puede ser negati- 
vo. Marcamos los puntos correspondientes a los pares ordenados enumerados en la tabla 
correspondiente y, como en el ejemplo 5, los unimos por medio de una curva suave (vease 
figura 12). 



X 


0 

0 

i 

1 

2 

V2= 1.41 

3 

V3 = 1.73 

4 

2 


FIGURA 12 




y 




EJEMPLO 7_ 

Grafique la ecuacion x = 1. 


x = 1 


-4-h 


T t 

FIGURA 13 


Solucion. La coordenada.r de cada punto que saiisfaga esta ecuacion debe ser igual a 1 . 
Puesto que y no aparece explfcitamente en la ecuacion, se entiende que la coordenada y de 
un punto que satisfaga la ecuacion puede ser cualquier numero real. Como lo vemos en la 
figura 13, la grafica de x = 1 es una Hnea vertical a una unidad a la derecha del eje y. 


INTERSECTOS 

Localizar los puntos en los cuales la grafica de una ecuacion atraviesa los ejes coordenados 
puede ser util para trazar su grafica. Los intersectos en x de la grafica de una ecuacion son 
las coordenadas x de los puntos en los cuales la grafica atraviesa el eje x. Ya que cada punto j 

del eje x tiene una coordenada y = 0, los intersectos en x (si hay) pueden determinarse en la 
ecuacion dada asignando y = 0 y despejando x. A su vez, los intersectos en y de la grafica j 

de una ecuacion son las coordenadas y de los puntos en los cuales la grafica atraviesa el eje j 

y. Estos valores pueden encontrarse asignando x = 0 en la ecuacion y despejando y. (Vease j 

figura 14). j 
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SIMETRIA 

Una grafica puede tambien tener simetrfa. La figura 9 muestra que la grafica de ! y = x 2 es 
simetrica con respecto al eje y, ya que la porcion de la grafica que se localiza en el segundo 
cuadrante es la imagen especular de la porcion de grafica del primer cuadrante. Como lo 
ilustra la figura 15, una grafica es simetrica con respecto al eje y si cada vez que (x, y) es un 
punto de la grafica, (— jc, y) es tambien un punto de la grafica. Una grafica es simetrica con 
respecto al eje x si cada vez que (x, y) es un punto de'la grafica, (x, —y) es tambien un punto 
en la grafica. Finalmente, una grafica es simetrica con respecto al origen si cada vez que 
(x, y) es un punto de la grafica, (— jt, —y) es tambien un punto de la grafica. Cuando grafica- 
mos una ecuacion, podemos determinar si su grafica posee cualquiera de estas simetrfas, 
antes de marcar puntos. 




(a) Simetrfa con 
respecto al eje y 


(b) Simetrfa con 
respecto al eje x 


(c) Simetrfa con 

respecto al origen 


FIGURA 15 



La ventaja de utilizar la simetrfa al graficar debe ser manifiesta: si la grafica de una 
ecuacion es simetrica con respecto al eje y, entonces necesitamos marcar solamente puntos 
para x a 0, ya que los puntos de la grafica para x < 0 se obtienen tomando las imagenes 
especulares, a traves del eje y de los puntos del primero y cuarto cuadrantes. 


EJEMPLO 8_ 

Remplazando x por —x en y = r y utilizando (— x) 2 = x 2 , vemos que 
y = (— x) 2 es equivalente a y = .v 2 

Esto prueba lo que esta manifiesto en la figura 9: la grafica de y = x 2 es simetrica con 
respecto al eje v. 


El siguiente ejemplo ilustra como utilizar estos nuevos instrumentos como ayudas para 
la graficacion. 
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EJEMPLO 9_ 

Grafique la ecuacion x + y 2 = 10. 

4 

Solucion. 

Intersectos: asignando y = 0 en la ecuacion inmediatamente da x = 10. Asf, el 
intersectoenjces 10. Cuandojc = 0, obtenemosy 2 = 10, locual implicaquey = — VTOo 
y = VTO. Los intersectos en y son entonces, -vTo y vTo. 

Simetria : la grafica es si metric a con respecto al eje x ya que, remplazando y por —y, 
encontramos que 

x + (—y) 2 = 10 es equivalente a x + y 2 = 10 

Marcacion depuntos : los registros de la tabla adjunta se obtuvieron asignandole valo- 
res ay. Notamos que, debido a la simetria. solamente necesitamos considerary S: 0. Los 
puntos coloreados en la figura 16(a) en el tercero y cuarto cuadrantes se obtuvieron tomando 
las imagenes especulares de los puntos que se marcaron en el primero y segundo cuadrantes. 

Utilizando toda la informacion anterior, obtenemos la grafica de la figura 16(b). 



FIGURA 16 




EJERCICIO 3.1 


En los problemas 1 al 4, marque los puntos dados. 


1. (2, 3), (4, 5), (0, 2), (-1, -3) 

2. (1,4), (-3, 0), (-4, 2), (-1, - 1 ) 

3. (-*, -2), (0, 0), (-1,4), (3, 3) 

4. (0, 0.8), (—2, 0), (1.2, - 1.2), (-2, 2) 

En los problemas 5 al 16, determine el cuadrante en el cual se 
localizan los puntos dados si (a, b) esta en el cuadrante 1. 


(«. l>) 


b 


FIGURA 17 a | 

18. De las coordenadas de los puntos mostrados en la figura 18. 


5. 

(-a, b) 

6. (a, — b ) 

t 


7. 

(-a, -b) 

8. ( b , a) 

- 

E 

9. 

(- 6 , a) 

10. {-b, -a) 

D - 

• 

11. 

(a, a) 

12. (b, -b) 

• 

a i- 

i fc -i i—j_ -i 

F 

13. 

(-a, -a) 

14. (—a, a) 

1 , ? | 

15. 

(b, -a) 

16. (-6, b) 

i i r T t 

• 

B 

r t t t 
- 1 

17. 

Marque los puntos dados en los problemas 5 al 16, si (a.b) es 
el punto mostrado en la figura 17. 

FIGURA 18 C A _ 

L 
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En los problemas 19 al 24, graflque la relacion dada. 

19. {(x, v) | xv = 0} 20. {(x, y) | xv < 0} 

21. {(x, v) | xy > 0} 

22 . .{(x, y) | |x| s 1 , y = 2} 

23. |x| > 4 24. |v| — 1 


x 2 + y 2 = 4 


66 

67. x 2 + 4y 
x 2 

*• 25 +V=I 


, ,2 _ 




16 


69. x 2 - y 2 = 1 

70. y 2 - x 2 = 9 


En los problemas 25 al 32, pruebe la simetria con respecto a los 
ejes v y y y el origen. No grafique. 


25. y = X 5 - X 3 + 2x 
27. y = (x 3 — x) 2 
29. X 2 '- + y m = 9 
31. xv = 4 


26. >’ = 7x 3 + 8x - 2 
28. v = xVx 2 + 1 
30. x 2 y + 3x 2 = y 

32. x 2 y = 1 


En los problemas 33 al 70 grafique la ecuackm dada. Halle in- 
tersectos. Use simetria cuando sea posibte. 


33 . 

x = —3 


34. 

y = 

4 

35. 

y = x 


36. 

y = 

—x 

37. 

x - y = 

1 

38. 

2x + 3y = 6 

39. 

V = -X 2 


40. 

y 2 = 

= X 

41. 

y = x 2 - 

3 

42. 

y = 

x 2 + 1 

43. 

y = (* + 

l) 2 

44. 

y = 

(X- l) 2 

45. 

y 2 - x = 

9 

46. 

y 2 = 

= 16(x + 4) 

47. 

y=x 3 


48. 

y = 

— x 3 

49. 

y 3 = x 


50. 

y = 

x 4 

51. 

y 2 = x 2 


52. 

y 2 = 

= x 3 

53. 

v = M 


54. 

H = 

= X 

55. 

|x + y| = 

0 

56. 

k- 

y| = 0 

57. 

|x - >’ = 

2 

58. 

X = 

|y|-2 

59. 

y 2 = 9 


60. 

x 2 - 

- 16 = 0 


61. (x - l)(y + 2) = 0 

62. (2x + 9)(5 - y) = 0 

63. x 2 = x 

64. y 2 - 3y - 10 = 0 

65. x 2 + y 2 = 0 


En los problemas 71 al 74, utilice la simetria para completar la 
grafica. 


71. La grafica es 
simetrica con 
* respecto al eje y. 


72. La grafica es 
simetrica con 
respecto al eje x. 




FIGURA 19 FIGURA 20 


73. La grafica es 
simetrica con 
respecto al origen. 



FIGURA 21 


74. La grafica es 
simetrica con 
respecto al eje y. 



FIGURA 22 



Fbrmula de la distancia y de la circunferencia 


En esta seccion desarrollamos una formula para encontrar la distancia entre dos puntos en el 
piano cuyas coordenadas se conocen. Luego jtplicamos esta formula al problema de encon¬ 
trar la ecuacion de la circunferencia. ^ ' 




FORMULA DE LA DISTANCIA 


S' 


Suponga que / , l (x ! , v,) y P 2 (x 2 , y 2 ) son dos puntos distintos que no estan en una lfnea verti¬ 
cal ni en una horizontal. Luego, como lo muestra la-figura 23, P ( , P 2 , y P 3 U 1 , y 2 ) 



> 
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son vertices de un triangulo rectangulo. La longitud del lado P 3 P 2 es Ijc 2 — x t l, y 
la longitud del lado P, P 3 es \y 2 — y t \. Si denotamos la longitud de P t P 2 con d, tenemos 

d 2 = \x 2 - Xl \ 2 +\y 2 - yi \ 2 (1) 

del teorema de Pitagoras. Puesto que el cuadrado de cualquier numero real es igual al cua- 
drado de su valor absoluto, podemos quitar los signos de valor absoluto en (1). Se deduce, 
entonces, de (1) que 


d = V(j : 2 - *\) 2 + (yi ~ y i ) 2 

A pesar de que derivamos esta ecuacion para dos puntos que no estan sobre una recta vertical 
o una horizontal, se aplica tambien en estos casos. 



Puesto que (jc 2 — jc ( ) 2 = (*, — jc 2 ) 2 , no importaquepuntoseutiliceprimeroen la formula 
de la distancia: esto es 


d{P u P 2 ) = d(P 2 , P,) 


EJEMPLO 1_ 

Halle la distancia entre A(8, — 5) y B( 3, 7). 



Solucion 

d(A, B) = V(3 - 8) 2 + (7 - (-5)) 2 
= V(-5) 2 + (12) 2 
= V25 + 144 
= Vl69 = 13 

La distancia se ilustra en la figura 24. 


EJEMPLO 2_ 

Determine si los puntos P, (7, 1), P 2 (—4, — I) y Pj( 4, 5) son los vertices de un triangulo 
rectangulo. 

Solucion. Por la geometrfa plana sabemos que un triangulo es un triangulo rectangulo si y 
solo si la suma de los cuadrados de las longitudes de dos de sus lados es igual al cuadrado de 
la longitud del lado restante. Ahora, por la formula de la distancia, encontramos 


d(P u P 2 ) = V(— 4 — 7) 2 + (—1 — l) 2 
= V121 + 4 = VT25 
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d[P 2 , Pi) = V(4 — (—4)) 2 + (5 — (—l)) 2 
= V64 + 36 

= VTOO = 10 


y d(P 3 , P ,) = V(7 - 4) 2 + (1 - 5) 2 

= V9 + 16 
= V25 = 5 

Ya que [d(P 3 , P,)] 2 + [d(P 2 , P 3 )] 2 = 25+100 

= 125 

= ld(Pu P 2)] 2 



se deduce que P|, P 2 y P 3 son los vertices de un triangulo rectangulo con un Angulo recto en 
P 3 (vease figura 25). 


CIRCUNFERENCIAS 


La formula de la distancia puede utilizarse para hallar una ecuacion del conjunto de todos 
los puntos equidistantes del pundo dado. 

DEFINICION 1 

Una circunferencia es el conjunto de todos los puntos P en el piano que estan a una 
distancia fija r dada, llamada radio, de un punto fijo C dado, llamado centro. 


En la figura 26 hemos graficado una circunferencia de radio r centrada en el punto C(h, 
k). Por la definicion 1, sabemos que un punto P{x, y) esta en esta circunferencia si y solo si 

d(P, C) = r, o V(jc - h ) 2 + (y - k ) 2 = r 



Yaque (x ~ hj 2 + (y — k ) 2 es siempre no negativo, obtenemos una ecuacion equivalente 
cuando ambos lados se elevan al cuadrado. 



La ecuacion (3) se llama forma estandar de la ecuacion de una circunferencia. Cuan¬ 
do h = 0 y k = 0, vemos por la ecuacidn (3) que la ecuacion de una circunferencia de radio r 
con centro en el origen esta dada por 

x~ + y~ = r~ 

(Vease figura 27). 


EJEMPLO 3__ 

Halle el centro y el radio de la circunferencia cuya ecuacibn es (* - 3) 2 + (y + 2) 2 = 49. 
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Solucion. Si escribimos esta ecuacion de la forma estandar (3), 

(x - 3) 2 + (y - ( —2)) 2 = 7 2 

vemos que h = 3, k = — 2y r = 7. Por tanto, la circunferencia estacentradaen (3, — 2)y 
tiene radio 7. 


EJEMPLO 4_ 

Halle la ecuacion de la circunferencia centrada en C(-5, 4) con radio V2. 

Solucion. Utilizando la forma estandar (3) con h — — 5, & = 4 y r = VJi obtenemos 

(Jc - (~5)) 2 + (y - 4) 2 = (V2) 2 
o (* + 5) 2 + (y - 4) 2 = 2 


EJEMPLO 5 



Halle la ecuacion de la circunferencia con centro en C(4, 3) que pasa por P( 1,4). 

Solucion. Identificando h = 4 y £ = 3, tenemos por (3) 

C* - 4) 2 + (y - 3) 2 = r 2 (4) 

Ya que P(1, 4) se localiza en la circunferencia (vease figura 28), sus coordenadas deben 
satisfacer (4). Asi, 

(1 - 4) 2 + (4 - 3) 2 = r 2 , o 10 = r 2 
y asi, la ecuacion en la forma estandar es 

(x - 4) 2 + (y - 3) 2 = 10 


En el siguiente ejemplo utilizamos la tecnica de completar el cuadrado para hallar 
el centro y el radio de una circunferencia. Recuerde de la seccion 2.3 que aiiadiendo (S/2) z a 
la expresion jc 2 + Bx da como resultado x 2 + Bx + (Bl 2) 2 , el cual es el cuadrado perfecto 
de (x + Bl If. 

EJEMPLO 6_ 

Halle el centro y el radio de la circunferencia con- ecuacidn 

x 2 + y 2 + 10* —2y +17 = 0 

Soluci6n. Podemos hallar el centro y el radio de la circunferencia reescribiendo la ecua- 
ci6n dada de la forma estandar (* - h) 2 + (y - k) 2 = r 2 . Reorganizando tdrminos, tenemos 

(x 2 + lOx ^ ) + (y 2 - 2y * ) = -17 

Ahora completamos el cuadrado de cada expresion en parentesis, aiiadiendo (10/2) 2 en la 
primera y (—2/2) 2 en la segunda. Note que debemos tener cuidado al anadir estos numeros 
en ambos lados de la ecuacidn. 
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[ X 2 +, 10x + (¥) 2 ] + [y 2 - 2 y + (^) 2 ] = -17 + (¥) 2 + (^) 2 
(. x 2 + lOx + 25) + (y 2 - 2 y + 1) = 9 
(x 4- 5) 2 + (y - l) 2 = 3 2 

De esta ecuacion se deduce que la circunferencia esta centrada en (-5, 1) y tiene radio 3 
(vease figura 29). 


FIGURA 29 

EJEMPLO 7_ 

Halle el centra y el radio de una circunferencia con ecuacion 

3x 2 + 3y 2 - 18x + 6y + 2 = 0 
Solucion. Primero reorganizamos la ecuacion como 

(3x 2 — 18x ) + (3y 2 + 6y ) = -2 

Luego, dividimos ambos lados de la ecuacion por 3 para que el coeficiente de x 2 y y 2 sea 1 
para cada uno: 

(x 2 - 6x ) + (y 2 + 2y ) = ~§ 

Completando el cuadrado nos da 

[x 2 - 6x + (t 6 -) 2 ] + [y 2 + 2y + (I) 2 ] = -f + (i?-) 2 + (I) 2 
(x - 3) 2 + (y + l) 2 = -! + 9 + 1 
o (x - 3) 2 + (y + l) 2 = ¥ 

Esta es la ecuacion de una circunferencia con centra (3, — 1) y radio V¥. 



Podemos ver que no todas las ecuaciones de la forma 

Ax 2 + Ay 2 + Bx + Cy + D = 0 

necesariamente representan una circunferencia. (Veanse problemas 39 y 40). 


FORMULA DEL PUNTO MEDIO 

En la seccion 1.2 vimos que el punto medio de un segmento de recta entre dos numeros a y 
b de la recta numerica es el promedio (a + b)/2. En el piano xy, cada coordenada del 
punto medio M de un segmento de recta que une dos puntos P, (x,, yO y P 2 (x 2 , y 2 ) es 
el promedio de las coordenadas correspondientes de los extremos. 

Para probar esto, podemos ver en la figura 30 que los triangulos P\CM y MDP 2 
son congruentes, puesto que los angulos correspondientes son iguales y d(P u M) = 
d(M , P 2 ). Por tanto, 

d(P u C ) = d(M, D) 


A 



o 


y - y\=yi - y 


Despejando y en la ultima ecuacion, da 


y = 


y\ + yz 
2 
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De la misma manera d(C, M) = d(D, P 2 ) 

de modo que x - x t = x 2 ~ x 


y, por tan to 


x = 


*1 + *2 
2 


Resumimos los resultados. 



EJEMPLO 8_ 

Halle las coordenadas del punto medio del segmento de recta que une A( — 2, 5) y B(4, 1). 



Solucion. Segun la formula del punto medio (5), las coordenadas del punto medio estan 
dadas por 

6 (1, 3). Este punto se sefiala en la figura 31. 


EJEMPLO 9_ 

Halle una ecuacion de la circunferencia con los puntos A(2, - 3) y B( 6,1) en los extremos de 
un diametro. 


Solucion. El centra del circulo esel punto medio del diametro que une A y B. Asi, segun la 
fdrmula del punto medio (5), las coordenadas del centra son 





= (4, -1) 


El radio es la distancia desde el centra (4, — 1) hasta el punto (2, — 3) en la circunferencia: 


r = V(4 — If + [-1 - (-3)] J = V4 + 4 = V8 


Por tanto, una ecuacion de la circunferencia es 

(x - 4) 2 + (y + l) 2 = 8 


FIGURA 32 


(Vease figura 32). 
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EJERCICIO 3.2 


En los problemas 1 al 6, halle la distancia entre los puntos. 

1. 4(1, 2), fl(-3, 4) 2. >4(—1, 3), fi(5, 0) 

3. 4(2, 4), B{-4, -4) 4. 4(-12,.-3), fl(-5, -7) 

5. 4(-i 1), B(f, -2) 6. 4(-§, 4), B(-i -1) 

« 


En los problemas 7 al 10, determine si los puntos A, B y C son 
vertices de un trianguio rectangulo. 

7. 4(8, 1), B(—3, -1), C(10, 5) 

8. 4(-2, —1), B( 8, 2), C( 1, -11) 

9. 4(2, 8), B(0, -3), C(6, 5) 

10. 4(4, 0), B(l, 1), C(2, 3) 

11. Determine si los puntos 4(0, 0), B(3, 4) y C(7, 7) son vertices 
de un trianguio isosceles. 

12. Encuentre todos los puntos en el eje y que esten a 5 unidades 
del punto (4, 4). 

13. Considere el segmento de recta que une 4(— 1, 2) y B(3, 4). 

(a) Halle una ecuacion que exprese el hecho de que un punto 
P(x, y) es equidistante de 4 y B. 

(b) Describa geometricamente el conjunto de puntos descri- 
tos por la ecuacion de la parte (a). 

14. Utilice la formula de la distancia para determinar si los puntos 
4(— I, -5), B(2, 4) y C(4, 10) se localizan en una h'nea recta. 


En los problemas 15 al 20, halle el punto medio del segmento de 
recta que une A y B. 

V ; ' • 

15. 4(4, 1), B(—2, 4) ' li. 4(§, 1), fl(J, -3) 

17. 4(—1, 0), fl(—8, 5) 18. 4(i, -f), B(-f, l) 

19. 4(2a, 3b), B(4a, -6b) 20. A(x, x), B(-x, x + 2) 


En los problemas 21 al 24, halle B si M es el punto medio del 

segmento de recta que une A y B. 

21. 4(—2, 1), M(i 0) 22. 4(4, £), M(7, -f) 

23. 4(5, 8), M(— 1, -l) 24. 4(-10, 2), M(5, 1) 

25. Halle la distancia desde el punto medio del segmento de recta 
que une 4(— l, 3) y B(3, 5) hasta el punto medio del segmento 
de recta que une C(4, 6) y D{— 2, - 10). 

26. Halle todos los puntos en el eje x que esten a 3 unidades del 
punto medio del segmento de recta que une 4(5, 2) y fl(—5, 
- 6 ). 

27. Los puntos 4(1,0), B( 5, 0), C(4, 6) y D(8, 6) son vertices de 
un paralelogramo. Demuestre que las diagonales del paralelo- 
gramo se bisecan entre si. 


28. Halle los puntos P\(x x , y,), P 2 (y 2 > y 2 ), y Pi (* 3 . > 3 ) en el 
segmento de recta que une 4(3, 6) y B{ 5, 8), que divide 
el segmento de recta en 4 partes iguales. 

En los problemas 29 al 38 halle el centro y el radio de la circun- 
ferencia dada. 

29. (x - l) 2 + (y - 3) 2 = 49 

30. (x + 3) 2 + (y - 5) 2 = 25 

31. (x - i) 2 + (y - i) 2 = 5 

32. (* + 5) 2 + (y + 8) 2 = i 

33. x 2 + y 2 + 8y = 0 

34. x 2 + y 2 + 2x - 4y - 4 = 0 

35. j 2 + y 2 - I8x - 6y - 10 = 0 

36. x 2 + y 2 — 16y + 3* + 63 = 0 

37. &t 2 + 8y 2 + 16 a + 64y - 40 = 0 

38. 5a 2 + 5y 2 + 25a + lOOy + 50 = 0 


En los problemas 39 y 40, demuestre que la ecuaci6n dada no 
representa una circunferencia. 

39, a 2 + y 2 + 2y + 9 = 0 r ' 

40. 2a 2 + 2y 2 - 2r + 6y + 7 = 0 


En los problemas 41 al 50 halle una ecuacidn de la circonferen- 
cia que satisfaga las condiciones dadas. 

41. Centro (0, 0), radio 1 

42. Centro (I, —3) radio 5 

43. Centro (0, 2), radio \ r 2 

44. Centro (—9, -4), radio f 

45. Extremos de un diametro en ( — 1, 4) y (3, 8) 

46. Extremos de un diametro en (4, 2) y (—3, 5) 

47. Centro (0, 0), pasando por (— 1, —2) 

48. Centro (4, —5), pasando por (7, -3) 

49. Centro (5, 6), tangente al eje x 

50. Centro (-4, 3), tangente al eje y 


En los problemas 51 al 56, graflque la relacidn dada 

51. a 2 "t - y 2 — 9 

52. (a - l) 2 + (y + 5) 2 < 25 

53. 1 < a 2 + y 2 < 4 

54. a 2 + y 2 > 2y 

55. (a - 2) 2 + (y - 6) 2 = 0 

56. a 2 = -y 2 
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57. Las ciudades de Kansas y Chicago no estan conectadas direc- 
tamente por medio de una autopista interestatal, pero cada ciu- 
dad esta conectada con St. Louis y Des Moines (vease figura 
33). Des Moines estd aproximadamente a 40 millas al oriente y 
a 180 millas al norte de la ciudad de Kansas, St. Louis esta 
aproximadamente a 230 millas al oriente y 40 millas al sur de 
la ciudad de Kansas, y Chicago esta aproximadamente a 360 
millas al oriente y 200 millas al norte de la ciudad de Kansas. 
Suponga que esta parte del occidente medio es un piano liso y 
que las autopistas que conectan las ciudades son lineas rectas. 
^Cual ruta de la ciudad de Kansas a Chicago, que atraviese a 
St. Louis o Des Moines es mas corta? 


FIGURA 33 



Kansas 

City 


Chicago 


3.3 


Ecuaciones de la recta 


PENDIENTE 


Cualquier par de puntos distintos en el piano determina una recta unica. Si (x u y0 
y P-i (* 2 > > 2 ) son dos puntos tales que x t ¥ x 2 , entonces al numero 


m 


v'2 - .Vi 

*2 - *i 


( 6 ) 


se llama pendiente de la recta determinada por estos dos puntos. Es comun llamar ay 2 — yi 
incremento en y a x 2 — x x incremento en x. La pendiente de una recta es, entonces, 


lncremento en y 

m =- 

Incremento en x 


( 7 ) 


En la figura 34 comparamos las graficas de las rectas con pendientes positivas, nega- 
tivas, cero e indefinidas. En la figura 34(a) vemds que una recta con pendiente positiva 
(m > 0) crece a medida que x aumenta. En la figura 34(b) vemos que una recta con pendien¬ 
te negativa (m.< 0) decrece a medida que * aumenta. Una recta con pendiente cero (m = 0) 
es horizontal (v6ase figura 34(c)). 

Si P x (Jr,, yi) y P 2 (x 2 , y 2 ) son dos puntos en una recta vertical, entonces, x, = x 2 
y entonces x 2 - x t = 0. Por tanto, la pendiente de esta recta es indefinida (v6ase figura 
34(d)). 


En general, puesto que 

yz - yi = -(yi - y 2 ) = yi - yz 

X 2 - X, -(*1 - x 2 ) x , - x 2 

no importa a cual de los dos puntos se llame P, ( x ,, y Jya cual se llame P 2 ( x 2 , y 2 ) en (6). 
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(a) m > 0 



Pi 

PA 


Incremento 
en x = 0 


(d) m indefinida 


FIGURA 34 


Cualquier par de puntos distintos en una recta determinara la misma pendiente. Para 
probar esto, considere los triangulos semejantes P\Q\P 2 y P 3 G 2 P 4 mostrados en la figura 
35. Puesto que sabemos que razones de los lados correspondientes son iguales, tenemos 

1 

F 2 (JC 2 . y 2 ) — 


>2 - y\ y*~ yi 

Pdxi.y,)^ 

Q\(x 2 ,y x ) | 

X 2 — X\ X 4 — x 3 

/ 

1 X 

4 

Por tanto, la pendiente de la recta es independiente de la escogencia de puntos en la recta. 

A pesar de que este argumento se baso en la colocacion de P,, P 2 P 3 y P 4 sobre la recta, la 

FIGURA 35 

Q 2 (x 4 . Xi) 


discusion sigue siendo valida para cualquier colocacion de estos 4 puntos. 


EJEMPLO 1 


Halle la pendiente de la recta que pasa por los puntos (-2, 6 ) y (3, -4). Grafique la recta. 


Solucion.Sean(-2,6)elpuntoP| (xi,yi)y(-3,4)elpuntoP 2 C* 2 . y> 2 )- La pendiente de 
la recta a traves de estos puntos es 


y 2 ~ y\ _ -4-6 
x 2 - x, 3 - (-2) 



Por tanto, la pendiente es —2 y la recta que pasa por P, y P 2 se muestra en la figura 36. 


Note en el ejemplo 1 que si hubieramos asignado a Pi (xi, jq) el punto (3, —4) y a P 2 
(x 2 , > 2 ) e l punto ( — 2, 6), entonces la ecuacion (6) habrfa dado la misma pendiente: 

m _ y 2 ~ - V| _ 6 ~ (—4) _ jo_ _ _ 2 
x 2 — jt| —2 — 3 —5 



FIGURA 36 


EJEMPLO 2_ 

Grafique la recta que pasa por el par de puntos dado y determine su pendiente. 

(a) (-4, -l)y(5, 2) . 

(b) (-3, 3)y (4, -4) 

(c) (-5, 2) y (-5, -r4) 

Solucion. En la figura 37 se marcan los puntos y se grafican las rectas. Las pendientes se 
calculan utilizando (6). 
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FIGURA 37 


(a) m = 


(b) m = 


2-(~l) 
5 - (—4) 
-4-3 


3__ 
9 ~ 
-7 
7 


4-(-3) 

(c) Puestoque(-5,2)y(—5, 


■1 

4) determinan una recta vertical, 


la pendiente es indefinida. 


EJEMPLO 3_ 

Grafique la recta con pendiente —§ que pasa a traves del punto P(—2, 3). 


Solucion. Primero escribimos la pendiente como —5/3. Luego, utilizandoel punto P(—2, 
3) como vertice, construimos un triangulo rectangulo moviendo 3 unidades a la derecha (ya 
que el incremento en x es +3) hasta el punto Q(\, 3). De Q nos trasladamos 5 unidades 
hacia abajo (yaqueel incremento enyes -5) hasta el punto P( 1, -2), el cual esotro punto 
de la recta trazado en la figura 38(a). 

Altemativamente, podrfamos haber considerado la pendiente como 5/(—3) y haber 
construido el triangulo moviendo 3 unidades a la izquierda (ya que el incremento en x es 
-3) hasta el punto S(— 5, 3). De 5 movemos 5 unidades hacia arriba (ya que el incremento 
en y es +5) hasta el punto T(— 5, 8). La recta se grafica ahora pasando por PyT, como se 
muestra en la figura 38(b). 




i 

] 


i 


ECUACIONES DE RECTAS 

Ahora estamos en condiciones de encontrar una ecuacion de una recta L. Para comenzar, 
suponga que la recta L mostrada en la figura 39 tiene pendiente m y pasa por un punto 
P i U|, jy|). Si P(x, y) denota cualquier punto sobre L con x ^ jtj, entonces podemos escribir 
segun (6). 


x — Xi 


Esta ecuacion puede reescribirse de la forma 

y - y\ = m(x - jcO ( 8 ) 
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Note que las coordenadas de todos los puntos sobre L, incluyendo P\{x x ,y,), satisfacen (8). 
A1 contrario, si las coordenadas de un punto satisfacen (8), entoncesel punto debe localizar- 
se sobre L. Puesto que (8) se determino conociendo la pendiente y un punto, decimos que es 
la forma punto-pendiente para la ecuacion de una recta o, simplemente: 



EJEMPLO 4 



Halle una ecuacion de la recta con pendiente 4 que pasa por (—£, 2). 


Solucion. Siendo m = 4, x t — — £, y y t = 2, obtenemos de la ecuacion (9) la ecuacion de 
punto-pendiente 


y ~ 2 = 4[x - (-*)] 


Simplificando, nos da 

y — 2 = 4(x + £), o y = 4x + 4 



EJEMPLO 5_ 

Halle una ecuacion de la recta que pasa por los puntos (4, 3) y (-2, 5). 

Solucion. Primero, calculamos' la pendiente de la recta que pasa por los puntos: 

5-3 2 1 


Luego, segun (9) con x, = 4 y y, = 3, tenemos 


o despejando y. 


y- 3= -&x- 4) 
3y — 9 = -x + 4 
x + 3y - 13 = 0 


y = ~ix + ¥ 


Debemos verificar que se obtendrd la misma ecuacion si las coordenadas x y y del punto 
(-2, 5) se utilizan para x, y y, en (9). 


Cualquier recta no vertical debe cortar el eje y. Si este punto de interseccion es (0, b), 
entonces b es el intersecto en y de la recta. Se puede obtener una ecuacion de la recta con 
pendiente m e intersecto y en b segun (9). Sustituyendo X\ = 0 y y, = b da 

y — b — m(x - 0) 

Esta ecuacion se simplifica en lo siguiente. 
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EJEMPLO 6__ 

Halle una ecuacion de la recta con pendiente f e intersecto y en -3. 

Solucion. Utilizando m = f y b = — 3 en la ecuacion (10), tenemos 
y = h + (-3), o y = ix - 3 

Puede demostrarse tambien que la grafica de cualquier ecuacion de la forma y = mx + 
b es una recta con pendiente m e intersecto b en el eje j. 

RECTAS HORIZONTALES Y VERTICALES 

Vimos en la figura 34(c) que una recta horizontal tiene pendiente m = 0. Por lo tanto, se 
puede obtener, segun (9), la ecuacion de una recta horizontal que pasa por un punto (a, b): 

y - b = 0(x — a), o y = b 



Una recta vertical que pasa por (a, b) tiene pendiente indefinida, pero todos los puntos 
de la recta tienen la misma coordenada x. Esta observacion lleva al siguiente resultado. 




EJEMPLO 7_ 

Halle ecuaciones para las rectas horizontales y verticales que pasan por (3,! -1). Grafique 
las rectas. 

Solucion. Cualquier punto de la recta vertical que pasa por (3, i-l) tiene a 3 como coorde¬ 
nada x. De la misma manera, cualquier punto de la recta horizontal que pasa por (3, -1) 
tiene coordenada -1 en y. La ecuacion de esta rectaesy = 1—1. Ambas rectas segraficanen 
la figura 40. 


ECUACION LINEAL 

Las ecuaciones (9), (10), (11) y (12) son casos especiales de la ecuacion lineal general 

ax + by + c - 0 (13) 


www.elsolucionario.net 








Funcionesygraficas 


139 


donde a y b no son ambos cero. Y, viceversa, cuando a y b no son ambos cero, la grafica de 
(13) es una recta. Por ejemplo, si b ^ 0, entonces despejando y en (13) da la ecuacion 
pendiente-intersecto y = (-alb)x + (~c/b). Sin embargo, si b = 0 y a =+ 0, la ecuacion 
resultante x = -c/a representa una recta vertical. 


EJEMPLO 8_ 

Halle la pendiente y el intersecto en y de la recta 3 jc — ly + 5 = 0. 

Solucion. Despejamos y en 1a. ecuacion lineal: 

r ; / 

3jc — 7y + 5 = 0 

7y = 3x + 5 

v = h + f 

Segun (10), vemos que la pendiente de la recta es m = f y el intersecto en y es b = f. 


Si los intersectos en x y en y son diferentes, la grafica de la recta puede dibujarse 
pasando por los puntos correspondientes sobre los ejes x y y. 


EJEMPLO 9 


Grafique la recta 3jc — 2y + S = 0. 


Solucion. Primero establecemos que x = 0 para hallar el intersecto en y: 

3(0) - 2v + 8 = 0 
—2y +8 = 0 
2y = 8 
y = 4 

Luego establecemos que y = 0 para hallar el intersecto en x: 

3y - 2(0) + 8=0 
3x + 8 = 0 
3x = -8 
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EJEMPLO 10_ 

Las ecuaciones 

3x + y = 2 y 6x + 2y = 15 
pueden escribirse de las formas pendiente-intersecto 

y = — 3x + 2 y y = —3x + *£ 

respectivamente. Vemos que la pendiente de cada recta es — 3. Por tanto, las rectas son 
paralelas (vease figura 42). 

RECTAS PERPENDICIILARES 

Puede demostrarse que cuando dos rectas con pendientes definidas son perpendiculares, 
entonces sus pendientes son recfprocas y de signo contrario. (Vease problema 58). 



EJEMPLO 11_ 

Halle la ecuacion de la recta que pasa por (0, -3) que es perpendicular a la recta 
4jc — 3y + 6 = 0. Grafique las rectas. 



FIGURA 43 


Solucion. Expresamos la ecuacion dada de la forma pendiente-intersecto de: 

4x — 3y + 6 = 0 

3y = 4x + 6 
y = ix + 2 

Segun (10), sabemos que esta recta tiene pendiente i. La pendiente de una recta perpendi¬ 
cular a ella sera el recfproco negativo de I, 6—f. Por tanto, la recta que estamos buscando 
tiene pendiente — j e intersectoy en —3. Su ecuacion es 

y = -4* - 3 

y su grafica es la recta de color de la figura 43. 


EJERC1CIO 3.3 


En los prrtblemas 1 al 6, halle la pendiente de la recta que pasa 
por los puntos dados. 


En los problemas 7 al 12, grafique la recta que pasa por 
(1, 2) con la pendiente dada. 


1 . (3, -7), (1,0) 

2. (-4, -1), (1, -1) 

7. § 

8- TS 

3. (5, 2), (4, -3) 

4 . (1,4), (6, -2) 

9 . 3 

10 . -2 

5. (—T, 2), (3, -2) 

6. (8, -i), (2, ?) 

11 . -1 

12 . 
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En los problemas 13 al 30, halle una ecuacion de la recta indica- 
da. 


13. Pasa por el punto (5, 6) con pendiente 2 

14. Pasa por el punto (2, —2) con pendiente — I 

15. Pasa por el punto (0, 4) con pendiente \ 

16. Pasa por los puntos (5, — 6) y (4, 0) 

17. Pasa por el punto (1, —3) con pendiente 4 

18. Pasa por los puntos (2, 3) y (6, —5) 

19. Pasa por los puntos (1, 8) y (1, —3) 

20. Pasa por los puntos (0, 7) y (7, —2) 

21. Pasa por los puntos (2, 2) y (—2, —2) 

22. Pasa por los puntos (4, —3) con pendiente 0 

23. Pasa por el punto (—3, 1) con pendiente —§ 

24. Pasa por los puntos (-2, 0) y (—2, 6) 

25. Pasa por los puntos (0, -3) y (—1, 4) 

26. Pasa por el punto (0, —5) con pendiente J 

27. Pasa por el punto (0, 0) con pendiente m 

28. Pasa por los puntos (0, 0) y (a, b) 

29. Con intersecto a en 7 e intersecto y en —2 

30. Con intersecto a en —3 e intersecto y en 5 

En los problemas 31 al 36, halle la pendiente y el intersecto en/ 
de la recta dada. 

31. lx - 4y - 7 = 0 32. a + y + 1 = 0 

33. -3a + y = 8 34. -4x - 2y = 0 

35. \x — 3y + 2 = 0 36. ax + by + c = 0 

En los problemas 37 al 42, haga la grafica de la recta dada. 



FIGURA 44 



37. 3a - 4y + 12 = 0 38. lx - 3y = 3 

39. 2a - 3y = 9 40. -4a - 2y + 6 = 0 

41. 2a + 5y - 8 = 0 42. y = -|a + 1 

43. Halle la ecuacion de la recta que pasa por (—2, 4) y es paralela 
a 3a + y - 2 = 0. 

44. Halle la ecuacion de la recta que pasa por (1, — 3) y es paralela 
a 2a - 5y + 4 = 0. 

45. Halle la ecuacion de la recta que pasa por (2, -3) y es perpen¬ 
dicular a a — 3y + 1 =0. 

46. Halle la ecuacion de la recta que pasa por (0. - 2) y es perpen¬ 
dicular a 3a + 4y + 5 = 0. 

47. Halle la ecuacion de la recta que pasa por (-5,4) que es per¬ 
pendicular a la recta que pasa por (1, 1) y (3, 7). 

48. Halle la ecuacion de la bisetriz perpendicular del segmento de 
recta que une (I, 10) y (§, 4). 

49. Halle la ecuacion de la recta L mostrada en la figura 44. 

50. Una recta tangente a una circunferencia en un punto P de la 
circunferencia es perpendicular a la recta que pasa por P y por 
el centra de la circunferencia. Halle la ecuacion de la tangente 
L mostrada en la figura 45. 

En los problemas 51 al 54, determine cu&les de las rectas dadas 

son paralelas entre si y cuales perpendiculares entre si. 

51. (a) 3a - 5y + 9 = 0 
(b) 5a = -■-3/ 


FIGURA 45 


(c) 

—3a + 5y = 2 

(d) 

3a + 5y + 4 = 0 

(e) 

-5a — 3y + 8 = 0 

(f) 

5a - 3y - 2 = 0 

52. (a) 

+ 

S' 

+ 

II 

o 

(b) 

2a - y = 2 

(c) 

a + 9 = 0 

(d) 

A — 4 

(e) 

y — 6 = 0 

(f) 

-a - 2y + 6 = 0 

53. (a) 

L*J 

* 

1 

V 

1 

II 

o 

(b) 

a - 3y + 9 = 0 

(c) 

3a + y = 0 

(d) 

a + 3y = 1 

(e) 

6ia — 3y + 10 = 0 

(f) 

A + 2y + 8 = 0 

54. (a) 

y + 5 = 0 

(b) 

£ 

+ 

•S' 

I 

w 

II 

o 

(c) 

A = 7 

(d) 

12a - 9y + 7 = 0 

(e) 

o 

II 

<N 

1 

# 

1 

3 

(f) 

3a + 4y — 11 =0 


-S 
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En las problemas 55 y 56, use la gr£fica de la recta dada para 58. Pruebe que dos rectas no verticales L\ y L 2 son perpendiculares 
calcular su pendiente. si y solo si sus pendientes son recfprocas y de signo contrario. 

[Sugerencia: utilice la figura 49 y el teorema de Pitdgoras], 


55. 56. 




57. Pruebe que las rectas no verticales L| y L 2 son paralelas si y 
solo si tienen pendientes iguales. [Sugerencia: use la figura 48 
y triangulos semejantes]. 



FIGURA 48 



FIGURA 49 


59. En 1897 el profesor de fisica A. E. Dolbear propuso que la 
temperatura T, en grados Fahrenheit, en un term6metro de 
“cricket” (o de grillo) esta dada por 

T = ix + 40 

donde x es el numero de chillidos del grillo por minuto. Si el 
numero de chillidos del grillo por minuto se aumenta en 10, 
halle el correspondiente aumento de temperatura. 



Funciones y notacidn de funciones 


DEFINICION DE FUNCION 

A1 usar personas y objetos del mundo que nos rodea, es facil establecer una regia de corres¬ 
pondence que asocie o haga parejas de los miembros de un grupo con los miembros de otro. 
Por ejemplo, para cada nombre que aparece en el directorio de Los Angeles hay un numero, 
a cada bebe le corresponde una madre, a cada auto registrado en el estado de California le 
corresponde un numero de placa, a cada libro le corresponde un autor, a cada lanzador de 
los Dodgers le corresponde un registro de partidos ganados y perdidos, etc. En matemdticas 
estamos interesados en una clase de correspondencia muy especial, llamada funcidn. 
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DEFINICION ? — 

Una funcidn de un conjunto X en un conjunto Y es una regia de correspondencia que le 
asigna a cada elemento x en X uno y solo un elemento y en Y. El conjunto X se llama 
dominio de la funcidn. 


A menudo utilizamos un diagrama, como el de la figura 50 para ilustrar la correspon¬ 
dencia de todos los elementos del conjunto X con algunos o todos los elementos del conjunto 
Y. La figura 50indica tambien la caracterfstica fundamental de una funcion: a cada elemento 
x en el conjunto X le corresponde un unico elemento y en el conjunto Y. 

En el resto de este capftulo asumiremos que tanto X como Y son subconjuntos del 
conjunto R de numeros reales. 

EJEMPLO 1_ 



Dominio 

FIGURA 50 


(a) La tabla (a), que se muestra aqui, define una regia de correspondencia entre los nume¬ 
ros del conjunto {1,2, 3, 4} y los numeros del conjunto {5, 7,9, 11, 13}. Esta corres¬ 
pondencia es una funcidn, ya que uno y solo un numeroy se asocia con un numero x. El 
conjunto X ={1,2, 3,4}esel dominio de la funcidn. Observe que apareamos todos los 
elementos de X con solo algunos de los elementos del conjunto Y = {5, 7,9, 11,13}. 

(b) La tabla (b)de la derecha define una regia de correspondencia entre el conjunto {1,2,3} 
y el conjunto {4, 5, 6, 7}. Esta correspondencia no es una funcidn porque hay dos 
numeros —a saber, 6 y 1— en el conjunto {4, 5, 6, 7} asociados con el numero 3 en el 
conjunto {1,2, 3}. 



DEFINICION ALTERNATIVA 

Puesto que una regia de correspondencia generara pares de elementos, podemos definir una 
funcidn de una manera alternativa. 

Una funcidn es un conjunto fie pares ordenados (je, y) tales que no hay dos pares ordenados 
diferentes del conjunto que tienen el mismo primer elemento. 


EJEMPLO 2 


El conjunto de pares ordenados {(1,3), (3, 5), (6, 7), (8, 7)} es equivalente a la correspon¬ 
dencia mostrada en la tabla adjunta. Puesto que a cada valor de x le corresponde uno y solo 
un valor de y, el conjunto de pares ordenados representa una funcidn. Observe que es per- 
fectamente aceptable hacer corresponder el mismo valor de y a mas de un valor de x. 


Una funcidn usualmente se denota con una letracomo fo g. Luego, podemos represen- 
tar una funcidn/de un conjunto X a uno Y por medio de la notacion f:X —* Y o por medio de 
un diagrama (vease figura 51). El numeroy del conjunto Y mostradoen la figura 51 que esta 
asociado con x por medio de la funcidn / se escribe 

y = f(x) 

lo cual se lee “y es igual a/de jc”. Tambien se dice que el numero/( x) es el valor de la 
funcidn /en x o la imagen de x sobre/. 

A menudo una funcidn se define por medio de una formula explicita, por ejemplo 
f{x) = x 2 . Si el dominio de/es el conjunto/? de numeros reales, entonces/./?—»/?, yaqueel 
cuadrado de un numero real es un numero real. Para hallar valores de/, sustituimos numeros 




FIGURA 51 
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reales para x en la formula f(x) = x 2 . Por ejemplo, el valor de la funcion que corresponde a 
x = 3 es 

/(3) = (3) 2 - 9 

y el valor de la funcion en x = — 4 es 


/(- 4) = (—4) 2 = 16 


En terminos de notacion de intervalo, el dominio de f(x) = x 1 se escribe Como (— co). 

En terminos exactos, la funcion/es la regia dada por y = f(x), mientras que f(x) es 
simplemente un numero asociado con x. Sin embargo, frecuentemente ignoremos esta dis- 
tincion y nos referiremos a la “funcion/(*).” 

Una funcion tambien puede compararse con una computadora. Un numero x es la 
entrada a la “maquina” y el valor funcional/(x) correspondiente es el resultado obtenido 
despues de que la maquina ha obrado sobre x, como lo ilustra la figura 52. 



FIGURA 52 

EJEMPLO 3_ 

Halle los valores de/(x) = Vjc + 4 correspondientes a x = 0, 5, 8, y 12. 

Solucibn. Esta “maquina” de funciones toma un valor de x tal como jc = 0. le suma un 
numero 4, y luego saca la rafz cuadrada de esta suma. Este proceso se ilustra en la figura 
53. Por tanto, 

/(Cl) = VO + 4 = V4 = 2 
/(5) = V5 + 4 = V9 = 3 

/(8) = V8 + 4 = Vl2 = V^ = V4V3 = 2V3 y 


/(12) = Vl2 + 4 = vT6 = 4 
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VARIABLES DEPENDIENTES E INDEPENDIENTES 

Puesto que el valor de la variable yen y =/( x) siempre depende de la eleccion dex, decimos 
que y es la variable dependiente. Por el contrario, la eleccion de x es independiente de y, 
por tanto, x se llama variable independiente. 

EJEMPLO 4_ 

Si fix) = x 2 - x + 1. halle /(-l),/(x + h), y fix 1 +1). 

Solucion. Remplazamos la variable independiente x por — 1, x + h yx 2 + 1 asuvez.Para 
enfatizar este remplazo, escribimos la funcion original como 

/( ) = ( ) 2 - ( ) + 1 

Por tanto, para las entradas dadas, tenemos 

/<-l) = (-l) 2 -(-l)+ 1 
= 1 + 1 + 1 

= 3 

/fr + h ) = * + h ) 2 - fr + h ) + 1 

= x 2 + 2xh + h 2 - x - h + 1 

y ft 2 + 1 ) = (y 2 + 1 ) 2 - $r 2 + 1 ) + 1 

= x 4 + 2x 2 + 1 - x 2 - 1 + 1 

= X 4 + X 2 + 1 


El cociente diferencia 


/(x + h) -fjx) 

h 

donde h es un numero real diferente de cero, juega un papel muy importante en el estudio del 
calculo. 


EJEMPLO 5_ 

Si fix) = x 2 - x + 1 y li / 0, halle 

fix + h) - fix) 
h 

y simplifique. 

Solucion. Segun el ejemplo 4, tenemos 

fix + h) = x 2 + 2xh + h 2 — x — h + 1 

y entonces 

fix + h) - fix) = (x 2 + Ixh + h 2 - x - h + 1) - (x 2 - x + 1) 
- 2xh + h 2 — h 
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Por tanto, 

/(x + h) — f(x) 2xh + h 2 — h 
h “ h 

_ h( 2x + h - 1) 
h 

= 2x + h - 1 


RANGO 

En nuestra analogfa con la maquina, el dominio de una funcion es el conjunto de todas las 
entradas reales que dan resultados reales. El conjunto de resultados se llama rango de la 
funcion. Formalmente, definimos el rango de una funcion/con dominio Xcomo el resulta- 
do { fix) I x G X}. Por ejemplo, el rango de la funcion f(x) = x 2 es el conjunto de numeros 
reales no negativos. 

Cuando una funcion se define por medio de una formula, 

se considera que el dominio es el conjunto de numeros reales 

para los cuales la formula tiene sentido en el sistema de los numeros reales. 

A menudo a este conjunto se denomina dominio implkito o natural de la funcion. Por 
ejemplo, el dominio de/fv) = V*"es el conjunto de todos los numeros reales no negativos. 


EJEMPLO 6__ 

Halle el dominio de la funcion f(x) = Vjc + 4. 

Solucion.Puestoqueel radicandox + 4debe serno negativo, el dominio se determinapor 
medio de la inecuacion x + 4 > 0; esto es, el dominio es el conjunto de {x I x > -4}. 
Utilizando notacion de intervalo, escribimos el dominio como [ — 4, “). 


EJEMPLO 7_ 

Halle el dominio de la funcion 


fix) = 


x 


x 2 - 4 


Solucion.Un cociente de dos numeros reales es un numero real a menos que el denomina- 
dor sea cero. Por tanto, el dominio de la funcion/consiste en todos los numeros reales x 
excepto los que satisfacen 

jc 2 — 4 = 0 


Las soluciones deestaecuacion son* = 2yx= —2. Por tanto, el dominio de la funcion es el 
conjunto {* | * ¥= ±2}. 


EJEMPLO 8_ 

El dominio de la funcion 
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es el conjunto R de numeros reales, puesto que no hay numero real ,c para el cual x 2 + 4 = 0. 


EJEMPLO 9_ 

Halle el dominio y el rango de g(x) = 5 + Vjc — 3. 

SolUCion. El dominio, determinado por el requ erimie nto r - 3 s 0, es {x I y & 3}. 
Puesto queV.Y — 3 2 0 para .(2 3, tenemos 5 +V.Y — 3 > 5 para estos mismos valores de 
x. Por tanto, el rango de g es {y I y S: 5}. 


Como lo ilustra el siguiente ejemplo, el problema de determinar si un numero simple r 
esta en el rango de la funcion y = f(x ), es equivalente a resolver la ecuacion f(x) = r. 


EJEMPLO 10_ 

Determine si 7 esta en el rango de/(.Y) = Vjc — 1. 

SolUCion. El dominio de / es el intervalo [I, oc ). Ahora, resolviendo /(.c) = 7 da 

Vjc - 1 = 7 
,v - 1 = 49 
.c = 50 

Por tanto, el numero 7 esta en el rango de /, ya que 50 esta en su dominio y 

/'(50) = V50 - I 
= V49 = 7 


FUNCIONES DEFINIDAS A TROZOS 


Una regia que defina una funcion puede incluir mas de una formula. Una funcion definida 
de esta manera se llama funcion definida a trozos. Por ejemplo, 

jc 2 , .v < 0 
JC + 1, .(20 


£(•*) = 


no son dos funciones sino una funcion en la cual la regia se da en dos partes o trozos. En este 
caso, una parte se utiliza en los numeros reales negativos y la otra en los numeros reales no 
negativos. Por ejemplo, puesto que — 4es negativo, la regia indicaqueelevando al cuadrado 
el numero: 

g(-4) = (—4) 2 = 16 

y puesto que 6 es positivo, le sumamos 1: 

g(6) = 6+1 = 7 

FUNCIONES CONSTANTES 


Si c representa unelemento de cualquier conjunto, entonces a lafuncion/definidapor/(.c) = 
c para todos los.c del dominio de/se llama funcion constante. Por ejemplo, supongaque el 
dominio de/es el conjunto R de numeros reales y/(.c) = 5. Entonces, 

/(())•= 5, /(— 1) = 5, /(V2) = 5, /(ir) = 5, /(2.57) = 5, etc. 
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APLICACIONES 

Muchas formulas de la geometrfa y la ciencia definen funciones. Por ejemplo, el area A de 
un cuadrado es una funcion de la longitud de un lado. Si x denota la longitud de un lado de un 
cuadrado, entonces A = x 2 . El area A y la longitud de la circunferencia C de un cfrculo son 
funcionesdesu radio r: A = -nr 2 y C = 2irr. Ladistanciasconlaqueun cuerpocae bajo la 
influencia de la gravedad es una funcion de tiempo: t:s = 16 1 2 . 

En el estudio de aplicaciones en cursos de matematicas subsecuentes (por ejemplo, 
calculo), a menudo es necesario establecer una relacion funcional entre dos variables, inter- 
pretando datos escritos. Considere el siguiente ejemplo: 


EJEMPLO 11_ 

Se bombea agua en un tanque conico cuya altura es de 12 pies y cuyo radio es de 4 pies. 
Exprese el volumen del agua en cualquier momento, como una funcion de su profundidad. 

Solucion. El tanque conico se ilustraen lafigura 54(a), yun corte transversal del tanque se 
muestra en la figura 54(b). 



FIGURA 54 

(a) Tanque conico; (b) corte transversal. 


Hemos introducido las variables r y h para denotar el radio y la profundidad del agua, 
respectivamente. Ahora vemos que el volumen del agua es el volumen de un cono circular 
recto. De la geometria sabemos que el volumen de tal cono esta dado por 



(14) 


Puesto que los triangulos rectangulos mostrados en la figura 54(b) son semejantes, las longi¬ 
tudes de sus lados son proporcionales: r/h = 4/12. Sustituyendo r = en (14) nos da 
entonces el volumen del agua en cualquier momento como una funcion de profundidad h: 





o V = 
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EJEMPLO 12_ 

Exprese el area A de un circulo como una funcion de la longitud de su circunferencia C. 

Solucion. El area A y la longitud de la circunferencia C de un circulo son funciones del 
radio del circulo: 

A = vr 2 y C = 271r 

Ahora, de la segunda de estas ecuaciones obtenemos r = C/2tt. Sustituyendo estaexpresion 
en la primera ecuacion de A como una funcion de C: 

A = 7^C/2tt) 2 , o A = ■ - C 2 

4ir 


EJERCICIO 3.4 


En los problemas 1 al 6, determine si la correspondence dada 
por el conjunto de pares ordenados (x, y) es una funci6n. 

1. {(1,2), (2, -3), (3,4), (-4, -1), (1,5)} 

2. {(-1,5), (7, 2), (3, -4)} 

3. {(0, 0), (1, 1), (2, 2)} 

4. {(4, 2), (-4, 3), (8, 6), (5, 4)} 

5. {(0, 1), (1, 1), (2, 1)} 

6. {(3, 2), (-6, 2), (-3, 9), (-6, 9)} 

7. Si/(x)=x 2 - l,halle/(0),/(l),/(V2), y /(-2). 

8. Si f{x) = X 1 + x, h alle/(0), /(1), /(V 2), y /(- 2). 

9. Si /(x) = Vx + 1, halle/(0), /(3), /(-1), y /(5). 

10. Si /(x) = V2x + 4,halle/(0), /(4), /(*), y /(-i). 

11. Si f{x) = 3x/(x 2 + 1),halle /(0), /(l), /(V2), y /(-1). 

12. Si fix) = x 2 /(x 3 - 1), halle/(0), /(-l), /(V2), y /(4). 

13. Si fix) = 3x 3 - x, halle /(a), /(a + 1), /(a 2 ), /(1/u), y 
/(-a)- 

14. Si /(*) = 2r 4 - x 2 , halle fib), fib + 1), fib 1 ), fH/b), y 
fi-b). 

15. Si 


fix) = 

halle/(2) y /(-7). 
16. Si 


fix) 


x — 4 


, x 2 


x- 2 
4, x = 2 


x 4 - 1 


,x#±l 


X 2 - 1 

3, x = — 1 

5, x = 1 


halle/(-1),/(1), y /(3). 
17. Si 


fix) 




x 2 + 2x, x > 1 
x 3 , x < 1 


halle /(l),/(0),/(V2), y /(- 2). 

18. Si 

— 10, x < 0 
fix) = 0, x = 0 

10, x > 0 

halle/(l;,/(0),/(V2), y /(-2). 

En los problemas 19 al 22, halle 

fix Ah) -fix) 

h 

donde hi* 0 es una constante. 

19. fix) = x 2 20. fix) = x 2 + 3x - 7 


21. fix) = x 3 


22./(x) = ^ 


En los problemas 23 y 24, halle 

fix)-fid) 


x — a 


donde x ^ a. 

x — 1 

23. /(x) =- 


24. fix) = x 3 - x + 1 


En los problemas 25 al 34, halle el dominio de la funcidn. 

25. fix) = Vlx + 3 


27 - /W = ^ 
29. fix) = 


26. fix) = V 15 - 5x 
28. fix) = 


31. fix) = 
33. fix) = 


x 2 + 25 
Vx + 1 
x 2 

Vx + 1 
V2 -x 


x 2 + 6x + 5 
1 _ 

Vx - 2 
5 


30. /(x) = 

32 - /« = : 

xVx + 4 

34. fix) = Vx + Vx + 6 
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En los problemas 35 al 42, halle el dominio y el rango de la 
funcidn. 

35. fix) = 3a - 15 
37. f{x) = a 3 

39. fix ) = - 1 + V - 2 a - 6 
41. f(x) = V16 - a 

43. i Para que valores de x es fix) = Va — 4 igual a 4? 

44. ^Para que valores de x es /(a) = Vr-1 igual a 0? 

45. ^Para que valores de x es 


36. fix) = a 2 + 4 
38. /(a) = Va — 5 
40. fix) = V3a + 2 
42. /(a) = |a| - 10 


/(a) 


A 2 , A > 0 
-A 3 , A < 0 


igual a —8?. ( a 4? 

46. Determine si los numcros 5 y —5 estan cn el rango de la fun- 
cion gix) = A(A - 4). 

47. Exprese el peri'metro P de un cuadrado como una funcion de su 
area A . 

48. Exprese el area A de un ci'rculo como una funcion de su diame- 
tro d. 

49. Exprese el area A dc un triangulo equilatero como una funcion 
dc la longitud s dc un lado. 

50. Exprese cl area A dc un triangulo equilatero como una funcidn 
dc la altura h del triangulo. 

51. Exprese cl volumcn de un cubo como una funcidn del area A de 
su base. 

52. Exprese cl area de la supcrficic dc un cilindro circular recto de 
volumen lm 3 como una funcidn de su radio r. 

53. Con un pedazo dc cartulina rectangular sc hace una caja abier- 
ta, recortando un cuadrado de longitud a de cada esquina y 
doblando luego los lados hacia arriba. Si la cartulina midc 2 
pics por 3 pics (figura 55). exprese el volumen V dc la caja 
como una funcidn de a. 



3 pics 


2 pics 


FIGURA 55 


Cortc 


Doble 


54. Con un pedazo de metal de 1 por 20 pies se hace una canal con 
un corte transversal rectangular, doblando hacia arriba canti- 
dades a iguales del lado de 1 pie (vease figura 56). Exprese el 
volumen V de la canal como una funcidn de a. 

55. Se va a construir una caja rectangular abierta con una base 
cuadrada de longitud x y un volumen de 16,000 cm 3 . Exprese 
el area de la superficie S de la caja como una funcidn de a. _ 



FIGURA 56 

56. Sc h un recipicnte cerrado en forma dc cilindro circular 

) de radio r. El recipiente debe tener un volumen de Airm 3 . 
Si el costo por metro cuadrado del material para la superficie 
lateral es el doble del costo del que se utilizo para la parte 
superior y el costo por metro cuadrado del material para la 
parte inferior es 4 veces el costo del que se utilizo para la 
superior, exprese el costo total C de construccion del recipien¬ 
te como una funcidn dc r. 

57. Se va a cercar un pedazo rectangular de tierra de forraje 
y se va a dividir en dos porciones iguales por medio de 
un cercado adicional paralelo a dos lados. La porcion de tierra 
tiene 3.000 m 2 . Exprese la cantidad de cercado F en terminos 
de la longitud a mostrada en la figura 57. 

y-r 7 

-—- A -> 

FIGURA 57 


58. Una persona de 6 pies de altura camina hacia un farol de 20 
pies, como se muestra en la figura 58. Exprese la longitud L de 
su sombra como una funcidn de su distancia a desde el farol. 



FIGURA 58 


59. La ventana que se muestra en la figura 59 consta de un rectan- 
gulo con un semici'rculo en la parte superior. Exprese el area A 
dc la ventana como una funcidn del ancho a indicado, si se 
sabe que el peri'metro de la ventana es de 20 m. 
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60. Un alambre de longitud L sc corta en x unidades de un extrc- 
mo. Un pedazo de alambre se dobla en forma dc cfrculo y cl 
otro se dobla en forma de cuadrado. Exprcsc la suma 5 dc las 
areas, como una funcion de x. 

61. Dos callcssc intersecan como sc mucs'ra cn Iafigura60. Alas 
12.00 p.m., el auto A atravicsacl inter; ecto y sc dirige haciacl 
sur con una velocidad constantc de 50 mph. Al mismo tiempo. 
el auto fi esta a 4 millas estc del intersecto y viaja hacia cl 
occidentc con una velocidad constantc de 30 mph. Sicndo t = 0 
la representacion dc las 12.00 p.m., exprese la distancia d 
entre los dos autos como una funcion dc tiempo t > 0. 



1 

l 

l 

1 

<—4 millas—>J 

1 

L4JI-*— • 

1 

/’B 


t! 

. 'd 

A 

$ 

1 

l 

1 



FIGURA 60 

62. Los extremos de un abrevadero de 12 pics de largo forman 
triangulos isosceles. Los lados iguales de los triangulos ticnen 
4 pics de largo, y el lado rcstantc tiene ,r pics dc largo. (Vcasc 
figura 61). Exprese el volumcn V del abrevadero como una 
funcion de x. 


FIGURA 61 



63. Sc debe construir una pista dc atletismo con dos segmentos 
rectos y dos scmicireularcs, como lo muestra la figura 62. El 
radio dc cada segmento semicircular cs r. La longitud dc la 
pista debe scr dc 1 km. Exprcsc cl area A cubicrta por la pista 
como una funcion dc r. 



FIGURA 62 


3 . 


A menudo se utiliza una funcion para describir problemas o fenomenos en campos tales 
como el de la ciencia, la ingenierfa y el comercio. Para interpretar y utilizar datos obtenidos 
de tal funcion, encontramos que es util presentar los datos en forma de grafica (vease figura 
63) 

En un piano xy, se define la grafica de una funcion y = f(x) como la grafica de la 
relacion 


5 

Graficas de funciones 


{( x, y)|y = fix ), x en el dominio de /}. 

En otras palabras, la grafica de una funcion/es el conjunto de puntos (x, y) en el piano cuyas 
coordenadas satisfacen y = f(x). 
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FIGURA 63 

EJEMPLO 1_ 

La grafica de la funcion/definida por la tabla ad junta consta de cuatro puntos mostrados en 
la figura 64. 



FIGURA 64 


INTERSECTOS 

Para graficar una funcion definida por la ecuacion v =/(jc), usualmente es buena idea deter- 
minar primero si la grafica de/tiene algunos intersectos. Recuerde que el eje y es la recta 
x = 0. Por tanto, si 0 esta en el dominio de/, el intersecto enj de su grafica es el numero 
f( 0). (Vease figura 65(a)). De la misma manera, el eje x es la recta y = 0. Por tanto, para 
hallar los intersectos en x de la grafica dey = f ( x ), debemos resolver la ecuacion fix ) = 0. 
Los numeros que satisfacen esta ecuacion se llaman tambien ceros de/. Los ceros reales de/ 
son los intersectos en x de su grafica. En la figura 65(b), vemos que f ( x ,) ~ 0 , f ( x 2 ) = 0), 
f ( x 3 ) — 0. Por tanto, jc,, x 2 , y x 3 son los intersectos en x de la grafica de la funcion/. 



FIGURA 65 (a) (b) 
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Para obtener otros puntos de la grafica de una funcion y = fix), podemos escoger los 
numeros x u y 2 > •••, x„ en su dominio, calcular f(x,), f(x 2 ),..., f(x„), y luego marcar los 
puntos correspondientes (xi,/(xi)), {x 2 ,f(x 2 )),..., (x„, f(x n )). Tenga presente que un valor 
funcional fix) es una distancia dirigida desde el eje x (v6ase figura 66). 



FIGURA 66 


EJEMPLO 2_ 

Grafique la funcion fix ) = x 2 — 2 x — 3. 

Solucion.El intersecto en y es/(0) = — 3. Para hallar los intersectos en x , resolvemos 

jc 2 - 2x - 3 = 0 
o (x- 3)(jt+ 1) = 0 

Por tanto, puesto que fix ) = 0 cuando x = — 1 o x = 3, los intersectos en x son — 1 y 3. 
Marcando los puntos de la tabla adjunta, obtenemos la grafica en la figura 67. 
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Si la grafica de una funcion y =/(jc) se dibuja con precision, usualmente es posible ver 
el dominio y el range de/(figura 68). El dominio de/es cualquier intervalo u otro conjunto 
de numeros reales en el eje x; y el rango de / es cualquier intervalo u otro conjunto de 
numeros reales, en el ejey. En el ejemplo 2, el dominio de la funcion dadaes el conjunto R 
de numeros reales; esto es, el intervalo ( —», =c). El rango de la funcion parece ser, segun la 
grafica de la figura 67, [ — 4, *0. 



de/: [a, b] 

FIGURA 68 (a) (b) 

PRUEBA DE LA RECTA VERTICAL 

Por la definicion de una funcion sabemos que por cada x en el dominio de/corresponde un 
valor unicof(x) en el rango. Esto significa que cualquier recta vertical que interseque la 
grafica de/puede hacerlo maximoen un punto. Y, viceversa, si cada recta vertical interseca 
la grafica de una relacion en a lo sumo un punto, entonces la relacion es una funcion. Esta 
ultima afirmacion se llama prueba de la recta vertical para una funcion. 

EJEMPLO 3_ 

(a) En la figura 69 vemos que cualquier recta vertical interseca la grafica de la relacion 
definida pory = x 1 , en maximo un punto. Por tanto, por medio de la prueba de la recta 
vertical, la relacion determina una funcion y = f(x) = x 2 . 

(b) Como lo muestra la figura 70, una recta vertical puede intersecar la grafica de la rela¬ 
cion determinada porx 2 + y 2 = 4 en mas de un punto. Por tanto, la relacion no determi- 
na una funcion y = f(x). 



Grafica de una funcion No es la grafica de una funcion 
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FUNCIONES LINEALES 

Uno de los mas simples pero mas importantes tipos de funciones es la funcion lineal. Cual- 
quier funcion de la forma 


fix) = ax + b, vl5) 

donde ay b son constantes, se denomina funcion lineal. Puesto que fix) es un numero real 
para cualquier opcion de x, concluimos que el dominio de (15) es el conjunto de numeros 
reales. Si escribimos(I5) de la forma y = ax + b, reconocemos, por(10) de laseccion 3.3, 
la ecuacion de una linea recta con pendiente a e intersecto b en y. 


EJEMPLO 4 


Grafique la funcion lineal fix) = ix - |- 

Solucion. El intersecto enyde la grafica es b — — | ;estoes/(0) = — f. Recuerde que para 
graficar una linea recta, solo necesitamos dos puntos. A pesar de que podriamos sustituir 
cualquier valor de jc en fix) para obtener otro punto, determinaremos el intersecto en x de la 
grafica. Estableciendo que fix) = 0, tenemos 

ix — f — 0 

locual da A' = 3. Por tanto, el intersecto en .res 3. Lagraficadelarectaenlafigura71 se traza 
pasando por los puntos (0, —$) y (3, 0). 



FIGURA 71 


EJEMPLO 5. 


Grafique la funcion definida a trozos 

— 1, x < 0 

fix) =0, A = 0 

x + 1, x > 0 

Solucion. Esta funcion se determina en tres partes. Dibujamos, a su vez, 

la recta horizontal y = - I para x < 0, 

el punto (0, 0) y, 

la recta y = x + I para x > 0. 

La grafica de/se muestra en la figura 72. 



EJEMPLO 6_ 

Grafique la funcion de valor absoluto fix) = IaI. 


Solucion. Utilizando la definicion de valor absoluto dada en la seccion 1.2, podemos 
reescribir / como 


fix) - 


X , A — 0 
X , A < 0 


Porconsiguiente, la grafica de/consta de dos partes. Dibujamos, a su vez, la recta y — x 
para a 2 0 y la recta y = ~x para a < 0. La grafica se muestra en la figura 73. 



FIGURA 73 
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SIMETRIA 

En la section 3.1 tratamos la simetria de una grafica con respecto al eje v, al eje xy al origen. 
La grafica de una funcidn piiede ser simetrica con respecto al eje y o al origen, pero la grafica 
de una funcion diferente de la funcion cero no puede ser simetrica con respecto al eje x. 
(<,Por que no?). Si la grafica de una funcion/es simetrica con respecto al eje y, decimos que/ 
es una funcidn par. Se dice que una funcion cuya grafica es simetrica con respecto al origen 
es una funcion impar. Para las funciones, las siguientes pruebas de simetria son equivalen- 
tes a las pruebas (i) y (iii), respectivamente, de la p. 125 (vease figure 74). 



(a) Funcion par|/(— x) = f(x) 

FIGURA 74 



(b) Funcion impar f(~x) = -fix) 



Una inspection a la figura 67 en el ejemplo 2 muestra que/no es ni par ni impar. 
Notamos tambien que /( -x) no es igual ni a fix) ni a f(~x). Por otra parte, en la figura 73 en 
el ejemplo 6, vemos que la funcion de valor absoluto es una funcion par, ya que su grafica es 
simetrica con respecto al ejey. En este caso,/(-x) = l-jcl = lac I = fix). 


EJEMPLO 7_ 

Grafique la funcion f{x) = x 3 . 

Solution. Puesto que/(0) = 0 y ya que fix) = x 3 = 0 implica que x = 0, vemos que los 
intersectos en xy eny son los mismos, esdecir, 0. Esto significaque la grafica de/pasapor 
el origen. Ademas, 


/(-x) = (—x) 3 

= -X 3 

= -fix) 
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muestra que la grafica de/es sim6trica con respecto al origen Por tanto,/es una funcion 
impar. Utilizando estos resultados sobre los intersectos y la simetria y marcando los puntos 
de la tabla adjunta nos da la grafica en la figura 75 


FIGURA 75 



EJEMPLO 8_ 

Grafique la funcion/(jt) = x 213 . 


Solucion. Podemos ver que la funcion puede escribirse tambien de la forma 

f(x) = (x U3 ) 2 = (\^) 2 

Puesto que es posible hallar la rafz cubica de cualquier numero real, el dominio de/es el 
conjunto R de numeros reales. Como en el ejemplo 7, los intersectos en x y en y son 0. 
Ahora, en 


fi~x) = iV^fx) 2 
= (-\Zx) 2 
= (Vx) 2 

= fix) 

vemos que/es una funcion par. Marcando los puntos de la tabla y utilizando los intersectos 
y la simetria con respecto al eje y, obtenemos la grafica que se muestra en la figura 76. 


.V 

fix) 

1 

8 

1 

4 

8 

1 

4 

1 

4 2 ' 3 = 2.52 
4 





FIGURA 76 
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EJERCICIO 3.5 


En los problemas 1 al 40, grafique la funcibn dada y halle los 
intersectos. Utilice la simetria cuando sea posible. 


1. fix) = 3 
3. fix) = x 
5. fix) = lx + 1 
7. fix) = Vx 
9. fix) = Vx - 2 
11 . fix) = x m 
13. f(x) = -x 2 
15. fix) = x 2 + 1 
17. fix) = x 2 - 2x 
19. fix) = x 2 — 4x + 4 
21. fix ) = -x 3 
23. /(x) = 1 — x 3 

4, x>3 

— 1, x < 3 
3, x > 3 


2 . fix) = -1 
4. fix) = x - 5 
6. /(x) = -3x + 6 
8. /(x) = 3 + Vx 
10. fix) = V4 - x 
12. /(x) = \/x - 8 
14. /(x) = 10x 2 
16. /(x) = 4 - x 2 
18. /(x) = x 2 + x 
20. /(x) = x 2 - 5x + 4 
22. fix) = x 3 - 1 
24. /(x) = x 3 - x 


25. /(x) = 


26. fix) 

27. fix) 


x. -3<x<3 
—3, x < —3 
x + 1, x s 0 
.x — 1, x < 0 


28. fix) 


x 2 , x£0 
-x, x < 0 


29. fix) = H ~ 3 
31. fix) = |x + 2| 


33. fix) = -- 
x 


35. fix) = - 
x 

37. fix) = x 4 
39. /(x) = Vx 2 - 1 


30. /(x) = |x - 3| 
32. fix) = |x| + 2 
|x| 

34. fix) = ~ 


36. fix) = ~ 

38. fix) = (x - l) 4 
40. fix) = V9 -x 2 


En los problemas 41 al 46, halle los intersectos de la grafica de 
la funcion dada. 





FIGURA 81 FIGURA 82 



FIGURA 83 



41. fix) = 
43. fix) = 

45. fix) = 


(x + 2) 2 - 49 



6x - 4 


x 


44. fix) = 
46. fix) = 


- x 4 

x 2 + 5x - 14 


42. fix) = x 4 - 16 


2x - 8 
30 


x 2 + 5 


En los problemas 55 al 58, la grafica dada es la grafica de una 
funcion f. Segun la figura, determine el dominio y el rango de 
f. 


En los problemas 47 al 54, determine si la grafica dada es la 
grafica de una funcion. 





FIGURA 85 
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FIGURA 86 



FIGURA 87 

/ 

; / 

' , V. 



FIGURA 88 


En los problemas 59 y 60, complete la grafica (a) si / es una 
funcion par (b) si /es una funcion impar. 


59. 


FIGURA 89 


60. 


FIGURA 90 



61. El resultado de la funcion parte entera fix) = (x) se define 
como el mayor entero n para el cual n < x. Halle /(-3.5), 
/fc~3), /(— 1.4),/(0),/(l .7), /(2.30),/(2.8) y/(3.1). 

62. Trace la grafica de la funcion parte entera del problema 61. 

63. Sea fix) = [x] la funcion parte entera defmida en el problema 
61. Trace la grafica de y = fx + 1]. 

64. Un metro tiene aproximadamente 3.28 pies. Determine fun¬ 
ciones para convertir metros a pies y pies a metros. 

65. La depreciation directa, o lineal, supone que un artfculo pier- 
de todo su valor inicial de A dolares durante un periodo de n 
anos en una cantidad Ain cada ano. Si un artfculo que cuesta 
US$20,000 cuando esta nuevo es depreciado linealmente por 
un periodo de 25 anos, determine una funcion lineal dando su 
valor V en dolares despues de x anos (0 < x < 25). ^Cual es el 
valor despues de 10 anos? 

66. El valor en dolares de un computador esta dado por la funcion 
lineal 

V(x) = 500,000^1 - , 0 s x < 40 

en dondex se mide en anos. ^Cudl es el valor inicial del com¬ 
putador?, ^en que momento el valor del computador es la 
mitad de su valor inicial?, ^en que momentos el computador 
ha perdido tres cuartas partes de su valor inicial?, (.cudndo no 
vale nada? 

67. En calculos de interes simple , la cantidad devengada S es una 
funcion lineal de tiempo medido en anos: S = P + Prt. Calcule 
S pasados 15 anos, si el capital es P = 100 y la tasa anual de 
interes es r = 4%. ^En que momento es S = 220? 

68. La relacion entre grados Celsius T c y grados Fahrenheit 7> 
es una funcion lineal. Exprese T c como una funcion de T F si 
(32°F, 0°C) y (212° F, 100°C) son puntos de la grafica de T c . 
cQue es T c (140)? 

69. La relacion entre grados Kelvin T K y grados Celsius T c es una 
funcion lineal. Exprese T K como una funcipn de T c si (27°C, 
300°K) y (40°C, 313°K) son puntos de (^grafica de T K . Se 
define cero absoluto como 0°K. iQ\\€ es ^ro absoluto en la 
escala Celsius?, ^,en la escala Fahrenheit? 


V 

% 
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Operaciones con funciones 


Las funciones pueden combinarse a traves de las operaciones aritmeticas de adicion, sus- 
traccion, multiplicacion y division para producir nuevas funciones. Para dos funciones/y g, 
la suma f+g, la diferencia/ - g, el producto fg y el cociente//g se define como sigue. 

(/+ g )(.v) = fix) + g(.v) 

</“ A'X-v) =f(x)~ g(x) . 

(,/g)(-v) = fix)g(x) 

(,//g)(.v) = (g(.x) ^ 0) 


DOMINIOS 

El dominio decada unade las funciones/+ g,/— g./g. y.//g es la .intersection del dominio 
de/con el dominio de g. En el caso del cociente f/g, debemos excluir, ademas, los valores 
de x para los cuales el denominador gf.vj es 0. 


EJEMPLO 1_ 

Para f(x) = x 2 4- 4x y g(.v) = x 1 — 9, tenemos 

(/+ g)(x) = (x 2 + Ax) + (,v 2 - 9) = lx 2 + 4x - 9 

(/— g)(x) = (a 2 + 4x) — (x 1 - 9) = 4x + 9 

( fg)(x) — (a 2 + 4x)(x 2 - 9) = r 4 + 4.V' 1 - 9.v 2 - 36.v 

, .x 2 + 4.x 

y if/g)(x) = ——— 

x ~ 9 

En el ejemplo 1 notamos que x = 3 y .x =? -3 no estan en el dominio de (f/g)(x). 


EJEMPLO 2_ 

Si sumamos 

f(x) — V1 — x, x < I y g(x) — V.x + 2, x 2: — 2 

obtenemos 

(f+g)(x) = Vl - ,x + V.x + 2 

El dominio de estanueva funcion es el intervalo [-2, I ], el cual es el conjuntode numeros 
comunes a ambos dominios. 
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SUMA DE COORDENADAS y 

La grafica de la suma de dos funciones/y g que tienen el mismo dominio puede obtenerse 
por medio de la suma de coordenadas y. Puesto que (f + g)(x) = fix) + g(x), vemos en la 
figura 91 que la coordenada y de un punto (jci.yi), en la grafica de/ + g es simplemente la 
suma de las coordenadas y de los puntos (;t|,/(*,)) y (jc,, g(*,)) en las graficas de/y g, 
respectivamente. 


EJEMPLO 3_ 

Si fix) = x y g(x) = Vx, grafique (f + g)(x) 

Solucion. Primero, notamos que el dominio de 

(/ + g)M = x + Vx 

es [0, °°). La figura 92(a) muestra las graficas de/y g para x > 0. Como se indico, en 
cualquier valor dado de x podemos obtener la coordenada y del punto correspondiente en la 
grafica de / + g, sumando yi y y 2 - La grafica de la suma se muestra en la figura 92(b). 




FIGURA 92 


COMPOSICION DE FUNCIONES 

Otro metodo de combinar dos funciones/y g se llama composition de funciones. Defini- 
mos la composicion de / y g denotada por/° g como la funcion 


(f° 8)(x) =f(g(x)). 


donde se entiende que los valores funcionales g(x) esto es, elementos en el rango de g estan 
en el dominio de/. Simbolicamente, utilizando nuestra analogfa de la maquina de funcio¬ 
nes, podemos representar la composicion de/y g, como se muestra en la figura 93. 
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M*)) = (/«g)W 


De la misma manera, la composition de g y / esta definida por 


(g °/)(•*) = £(/(•*)) 


Porsupuesto, los valoresf'uncionales/U)debenestarenel dominiode g. Lasfunciones/°g 

y g °/se llaman funciones compuestas. 


EJEMPLO 4_ 

Si f(x) = a 2 + 3jc — 1 y g(jc) = 2 jt + 1, encontrar (f ° g)(x). 

Solucion. Para enfatizar, escribimos/ de la forma 

/( ) = ( ) 2 + 3( ) - 1 

Por tanto, para calcular (J ° g)(x) = f(g(x)), podemos sustituirgU) en cada serie de parente- 
sis. Encontramos que 

(/”*)W =f(g(x)) =/( 2r + 1) 

= (2jt 2 + l) 2 + 3(2.t 2 + 1) - 1 
= 4jc 4 + 4.r 2 + 1 + 6;t 2 + 3 - 1 
= 4r 4 + l(k 2 + 3 


EJEMPLO 5_ 

Halle (g ° f)(x) para las funciones dadas en el ejemplo 4. 

Solucion. En este caso, 

8 ( ) = 2( ) 2 + 1 

Por tanto, (g °f )(x) = g(f(x$ = g(x 2 + 3x - 1) 

= 2U 2 + 3x - l) 2 + 1 
= 2(x 4 + 6x 3 + 7x 2 - 6x + 1) + 1 
= 2jc 4 + 1 2jc 3 + I 4 x 2 - \2x + 3 
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Nota de advertencia: los ejemplos 4 y 5 ilustran que, en general, f 0 g ^ g ° f 


EJEMPLO 6_ 

Exprese la funcion F(xf= V 6.x 2 + 1 como la composicion / ° g de dos funciones f y g. 

Solucion. Si definimos las funciones /y g por 

fix) = Vx y g(x) = 6x 2 + 1 
entonces F(x) = if 0 g)(x) 

= figix)) 

= f(6x 2 + 1) 

= V6x 2 + 1 


Hay otras soluciones para el ejemplo 6: si las funciones/y g estan determinadas por 

f{x) = V6jc + 1 y g(x) = x 2 
entonces observe que 

if 0 g)ix) = fix 2 ) 

= Vex 2 + i = Fix) 


DOMINIO DE LA COMPOSICION 

Como se indico en la figura 93, el dominio de la funcion compuesta/ ° g esta dado por los 
valores de x en el dominio de g tales que #(jc) este en el dominio de/. Por supuesto, esto no 
excluye la posibilidad de que el dominio de/° g pueda ser todo el dominio de g. 


EJEMPLO 7_ 

Los dominios de f(x) = x 2 — (3/x) y g(x) = Vx son {x|x 0} y {x|x s 0}, 
respectivamente. El dominio de 

(f° g)(x) = figix)) =f(Vx) 

3 

^ r~ 

Vx 

es {x|x > 0}, o (0, oo). 


EJEMPLO 8_ 

Los dominios de fix) — V x — 3 y g{x) = ,r + 2 son {x\x > 3} y el conjunto R de numeros 
reales, respectivamente. Vemos que g(x) ^ 2 para todos los x. Para garantizar que los 
numeros representados por g(x) esten en el dominio de^ta saber, aqueilos numeros mayores 
o iguales a 3), debemos restringirel dominio de g de modoque x ^ - I o.r£ I (vease figura 
94.) Por tanto, 
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(/° *)to = Mx)) = fix 2 + 2) 
= V (x 2 + 2) - 3 
= Va 2 - 1 

se define solamente en (—°°, — 1] U [1, °°). 


GRAFICAS TRASLADADAS 

Si/es una funcion y A- es una constante positiva, entonces las graficas de la suma /(a) + 
k, la diferencia/fx) — k, y las composiciones/U + k) y /(a — £) pueden obtenerse de la 
grafica de/, por medio de un cambio o traslacion vertical u horizontal, por medio de una 
cantidad k. La figura 95 ilustra los 4 casos que se sintetizan en la tabla contigua. 



hacia arriba hacia abajo 



(d) Traslacion horizontal (e) Traslacion horizontal 
hacia la izquierda hacia la derecha 


FIGURA 95 


FUNCION k > 0 

GRAFICA DE y = fix) 

v = /(A) + k 

Trasladada hacia arriba k unidadcs 

y = /(a) - k 

Trasladada hacia abajo k unidadcs 

y = f( a + k) 

Trasladada hacia la izquierda k unidadcs 

y = /(.a - k ) 

Trasladada hacia la derecha k unidades 


EJEMPLO 9_ 

La grafica de la funcion/ (a) = Va, que se muestra en la figura 96(a), se dio pri mero en 
el ejemplo 6 de la seccion 3.1. Las graficas de y = Va" + 1, y = V7— 1, y = Vx + 1, y 
y = Va - 1 , que se muestran en las figuras 96(b), (c), (d) y (e), se obtuvieron de trasladar la 
grafica def(x) = Va^ a su vez, una unidad arriba, una unidad abajo, una unidad a la izquier¬ 
da y una a la derecha. 
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y 



(e) y = V^T 


FIGURA 96 


En general, la grafica de 


y = f(x ± ki) ± k 2 , k { > 0, k 2 > 0 


puede hallarse en la grafica de la funcion y = f{x) combinando una traslacion horizontal y una 
vertical. Por ejemplo, la grafica dey = f(x + k,) - k 2 es la grafica de y = /( jc) trasladada 
horizontalmente k x unidades a la izquierda y luego trasladada verticalmente k 2 unidades 
hacia abajo. 


EJEMPLO 10_ 

Grafique y = Vjc - 3 + 4. 

1 Sollicion. La grdfica de y = Vjc — 3 + 4 es la grafica de/(jc) = Vc trasladada 3 unidades a 
' la derecha y 4 unidades hacia arriba. La grafica se da en la figura 97. 




FIGURA 97 


REFLEXIONES 


La grafica de y = -/(jc) es una reflexion de la grafica de y =/(jc) a trav6s del eje jc. En otras 
palabras, para graficar y = — /(jc), simplemente volteamos la grafica de y = /(jc). 


EJEMPLO 11_ 

Grafique y = — Vjc. 

Solucion. La grafica de/ (jc) = VV representadacomounacurvacon lineas interrumpidas 
en la figura 98, se refleja en el eje x lo que da como resultado la curva. 
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EJERCICIO 3.6 


En los problemas 1 al 8, halle las funciones indicadas y de sus 
dominios. 

1. /(*) = 2x~ - x + 3, g(x) - x~ + Uf+g,fg 

2. f(x) = a, gix) = V* - Ufg.f/g 

3. fix) = 2x - (1/Vx), gix) = 2x + (1 /Vx);/ + g, fg 

4. f(x) = 3* 3 - 4x 2 + 5x - 6. gix) = (1 — x)\ /+ g, f ~ g 

5. fix) = x 2 - 4, gix) = x + 2; fg, f/g 

6. fix) = (2x + 1)' 12 , S (x) = 2x + 3 + (2a + 3) 1/2 ; f-g,fg 

7. fix) = V 1 - v. gjx ) = W+2; / + g, fg 

8. fix) = 2 + V* + 2, gix) = VsVT 5;/- g,f/g 


En los problemas 9 al 12, utilice la suma de las coordenadas y 
para graflcar la funcion f +g. 


9. fix) = x, gix) = |*| 10. fix) = .V, gix) ~ l/.v 

11. fix) = x 2 , gix) = 2x 


12. fix) 


f-V“ - V, * < 0 

lx, * a O' 


gix) = * 


En los problemas 13 y 14, utilice las graficas dey = f(x) y 
y - g(x) dadas para graficar y = fix) +g(x). 


En los problemas 25 al 30, halle el dominio de / ° g. 

25. fix) = V^TT, gix) = 2x+\ 

26. fix) = V*-4, gix) = * 2 - 5 

27. fix) = -, gix) = — L - 

* x - 6 

28. fix) = ~T' 8ix) = 4x 

x - 1 

29. fix) = x 2 + 1, gix) = V* 

30. fix) =-, gix) = Vx+3 

X 

En los problemas 31 al 34, halle /»/ y f ° (1 If). 

31. fix) = 2x + 6 32. fix) = x 2 + 1 

1 x + 4 

33. fix) = — 34. fix) = - 

x“ X 

En los problemas 35 al 38, exprese la funcion dada Fcomo una 
composicion f ° g de dos funciones f y g. 

35. Fix) = 4x 2 + 1 

36. Fix) = 8x 4 - 5* 2 

37. Fix) = (x - 3) 2 + 4V* - 3 

38. Fix) = 1 + 12* + 9| 




En los problemas 39 al 42, halle (/ ° g 0 h)(x) = /(g(/«(*)))para 
las funciones dadas. 

39. fix) = y(* _1 - 1), gix) = ~2 • W.t) = It + 1 

4 * 

40. /(*) = V2* - 3, gix) = * 2 + 3, /?(*) = V5* - 7 

41. /(*) = V*. g(*) = * 2 . /i(*) = * - 1 

42. fix) = x 1 , gix) = x 2 + 3*. h(x) = 2t 


En los problemas 43 y 44, halle las graficas de las funciones 
indicadas, trasladando la grafica de ia funcion dada. 


En los problemas 15 al 24, halle f ° g y g °f. 


43. 


44. 


15. fix) = 1 + x 2 , g(x) = Vx - 1 

16. fix) = x 2 - x + 5, g(x) = -* + 4 

17. fix) = --- gix) = * 2 + 1 

2r — 1 

x + 1 1 

18. fix) =-, gix) = - 

X X 

19. fix) = 2x - 3, g(x) = 

20. /(*) = x - 1, g(x) = x 3 

21. /(*) = x + —, g(x) = — 

X * 

22. /(*) = V* - 4. gix) = x 2 

23. /(x) = x + 1, g(x) = x + Vx - 1 

24. /(*) = * 3 - 4, gix) = Vx + 4 



FIGURA 101 

(a) y = fix) + 1 

(b) y = fix) - 1 

(c) y =/(* + 1) 

(d) y =/(*- 1) 


FIGURA 102 

(a) y = fix) + 3 

(b) y — fix) — 2 

(c) y = fix + 2) 

(d) y = fix — 5) 
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Gn los problemas 45 al $0, la grafica dada es una grafica trasla- 
dada de la funcion dada. Halle la ecuacion de la grafica. 

45. fix) = |jc| 



FIGURA 103 

47. f(x ) = x~ 



46. fix) = x 2 + l 



48. fix) = V\ - x 



FIGURA 106 


49. fix) = A 2 



FIGURA 107 


52. fix) = Vx; y = Vx + 4 - 

53. fix) = |x|; y = \x - 1| + 4 

54. fix) = .v 3 ; 

55. fix) = x 2 

56. fix) = 


50. fix) = -M 



Gn los problemas 51 al 56, halle la grafica de la funcion indica' 
da, de la grafica de f. 

51. fix) = at; v = (x - 2) 2 + 3 


y = (x - 2) 3 - 2 
— 4; y = ~ix 2 - 4) 
Vy; y = - Vat + 4 



Funciones inversas 


En esta seccion tratarerhos la inversa de una funcion. Esta sera una regia de corresponden- 
cia que “invierte” la funcion original. Por ejemplo, considere la funcion/determinada por la f 
tabla (a). Invirtiendo las columnas, obtenemos la nueva regia de correspondencia dada en la 
tabla (b). Esta ultima regia, que es tambien una funcion, se denota como/ -1 . 

El sfmbolo/ -1 se lee “inversa def”. Es importante senalar que 1” en/ -1 no esun 
exponente; esto es. 


sino que denota la inversa de f. 

Ahora considere otra funcion/determinada por la tabla (c). Si invertimos los papeles 
de x y y en esta tabla, obtenemos la correspondencia dada en la tabla (d). Vemos que esta 
correspondencia no es una funcion, puesto que hay dos valores dey —a saber, los numeros 2 
y 3— asociados con .r = 6. 
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FUNCIONES UNO A UNO 

Deseamos determinar que propiedad debe tener una funcion para que la “regia de inversion” 
sea tambien una funcion. Note que en las tablas (a) y (b), cada elemento del rango esta 
asociado con solo un elemento del dominio, mientras que en las tablas (c) y (d), uno de los 
elementos del rango (a saber, 6) le correspondia a mas de un elemento del dominio. 

DEFINICION 3 — - — - - — — 

Se dice que una funcion/es una funcion uno a uno si y solo si cada elemento del rango j 
de / esta asociado con exactamente un elemento de su dominio X. 


Es precisamente esta propiedad la que se requiere para que la “regia de inversion” sea 
una funcion. 

De la definicion 3 se deduce que una funcion/ no es uno a uno si se pueden encontrar 
diferentes elementos xi t 4 x 2 en el dominio de/tales que/( jr,) = f(x 2 ). 

EJEMPLO 1_ 

La funcion f(x ) = x 2 no es uno a uno, ya que -3 y 4 3 y/(- 3) = /(3) = 9. En otras palabras, 
la funcion/no es uno a uno porque el numero 9 en su rango le corresponde dos numeros — 3 y 
3 en su dominio. 


Antes de tratarde hallar la inversade una funcion, debe determinar si la funcion dada 
es uno a uno. A pesarde que hay una serie de tecnicas para hacerlo, trataremos a continua- 
cion solo uno de tales metodos. 


PRUEBA DE LA RECTA HORIZONTAL 

Sea y = fix) una funcion uno a uno, y considere su grafica 

{O, y)\y = f(x), x en el dominio X de/} 

Puesto que a cada valor de y le corresponde a lo mas un valor de x, cualquier recta horizontal 
interseca la grafica dey = fix) en a lo sumo un punto. Y, alcontrario, si cada recta horizon¬ 
tal interseca la grafica de una funcion en maximo un punto, entonces la funcion es uno a 
uno. La prueba de la recta horizontal se ilustra en la figura 109. 




FIGURA 109 
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EJEMPLO 2_ 

Determine si la funcion f(x) = x 2 — 2x es uno a uno. 


Solucion. En la figure 110 vemos que una recta horizontal interseca' la grafica de la fun¬ 
cion x en mas de un punto. Se deduce, por la prueba de recta horizontal, que/no es uno a 
uno. 


Suponga que/es una funcion uno a uno con dominio X y rango Y. Entonces, para un 
numero JtenX, y = f(x) es un numero en Y. No hay otro numero y en X correspondiente a ese 
numero y. Por tanto, la correspondencia inversa g de Y a X es una funcion que debe dar 

g(f(x)) = x para cada x en X 

Pero si f(x ) = y y x = g(y), entonces debemos tener tambien 

f(g(y)) — y P ara cada y en y 

Pero renombrando a y como x en el enunciado anterior, tenemos 



f(g(x )) = x para cada y en Y 

Sintetizamos este analisis con una definicion de la inversa de una funcion/. 


DEFINICION 4 , — - 

Sea/una funcion uno a uno, con dominio X y rango Y. La inversa de f es una funcion g 
con dominio Y y rango X para la cual 

f(g(x)) = x para cada renf 

(16) 

y g(f(x)) = x para cada x en X 


Tambien decimos que las fiinciones f y g son funciones inversas entre si. 

Comoen el analisis que abrio esta seccion, denotaremos la inversa de una funcion/uno 
a uno como f~\. Por tanto, (16) es equivalente a 

f{f-\x)) = x y f~\f(x)) = x (17) 

Estas dos ecuaciones se interpretan en la figura 111. Observe que en la figura 111(a) Yes un 
elemento en el rango K, mientras que en la figura 111(b) x representa un elemento en el 
dominio X. 


HALLAR r 1 

La primera de las ecuaciones en (17) es particularmente util, ya que puede utilizarse para 
hallar f~ l . El metodo se sintetiza como sigue. 



fU ' W) = * 



r \f(*)) = ^ 



FIGURA 111 
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EJEMPLO 3_ 

Halle la inversa de la funcion fix) = 5x — 1. 

Solucion. Puesto que la grafica de y = 5a — 7 es una lfnea recta no horizontal, se deduce 
por la prueba de la recta horizontal que/es una funcion uno a uno. Para hallar/“' primero 
reescribimos la funcion/como 


/( ) = 5( ) - 7 


de modo que 


f(.r'(x)) = 5 f-\x) - 7 
Ahora resolvemos la ecuacion 

/(/“' (x)) =x o 5 >f~‘(x) -7 = x 
para / '(jt). El resultado es 


f-'(x) = ix + l 


EJEMPLO 4 


Halle la inversa de la funcion 


fix) = 


+ 1 


Solucion. Dejamos que usted verifique que/es una relacion uno a uno (vease problema 
40). 

Ya que 

2 

/( > = 7-S- 


( r +1 


se deduce que 


/(/“*«) = 


(f-fx)) 3 + 1 


La ecuacion f(f ‘fjc)) = x es equivalente a 

2 


(f-\x)) 3 + 1 


2 = x[(f~ l (x)) 3 + 11 
2 = x(f~\x)) 3 + x 
2- x = x(f~'(x)) 3 
2 x 




Entonces, obtenemos 


r'w = \ 


2 — x 
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WIETODO ALTERNATIVO DE HALLAR r 1 

La inversa de una funcion puede hallarse de una manera diferente de la que se mostroen los 
ejemplos3y4. Si intercambiamos, o renombramos, las variables xy yen una funcion unoa 
unov =/(.v),obtenemosentonces laecuacion.r =/(y). Estaecuacion determina la “reglade 
inversion” o funcion inversa. Para hallar/ -1 , simplemente despejamos y en terminos dex. 
Esto da la forma deseada y = f~'(x). El procedimiento se sintetiza como sigue. 



EJEMPLO 5_ 

Halle la inversa de la funcion/en el ejemplo 3. 

Solucion. En el ejemplo 3 escribimos la funcion dada como 

y = 5.v — 7 

Intercambiando las variables x y y, da 

,v = 5y - 7 

Despejando y, da como resultado 

y = i.v + l, o f~'(x) = ix + i 


GRAFICA DE f~' 

Suponga que f es una funcion uno a uno y que (a, b) denota cualquier punto de la grafica de/. 
Entonces, f(a) = b, y, segun (17). 

f-'(b) = /'(/(«)) = a 


Esto significa que el punto ( b , a) esta en la grafica de/ -1 . Pero puesto que los puntos (a, b) y 
(b, a) son simetricos con respecto a la recta v = x, concluimos que la grafica de/ -l es una 
reflexion de la grafica de y = f(x) en la recta y = x (vease figura 112). 
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FIGURA 113 


EJEMPLO 6_ 

En el ejemplo 3 vimos que la inversa de 

fix) = 5x-l es f~\x) = ix + b 
Las graficas de/y /“' se comparan en la figura 113. 


Para una funcion/que no sea uno a uno, puede ser posible determinar una nueva 
funcion Fen una parte del dominio de/de modo que F sea uno a uno y tenga el mismo rango 
de /. Entonces, la funcion F determinada en el dominio restringido, tendril una inversa. 


EJEMPLO 7 


En el ejemplo 1 vimos que/(jt) = x 2 no es una funcion uno a uno. El dominio de/es (—«, 
x). Ahora, definiendo fix) = x 2 solamente en [0, =»), vemos en las figuras 114(a) y (b) que 
F es uno a uno y, por tan to, tiene una inversa. La grafica de F -1 se muestra en la figura 
114(c). Observe que f y F tienen el mismo rango. 



(a) 


(b) 


(c) 


FIGURA 114 


El concepto ilustrado en el ejemplo 7 se utilizara en la seccion 7.9. 


EJERCICIO 3.7 


En los problemas 1 al 10, determine si la funcion dada es uno a 9 . f( x ) =- 10. fix) = 

uno, examinando su grafica. Si /es uno a uno, halle f~ l . x - 3 


1. f(x) = 3 a 

2. fix) 

3. fix) = A 4 

4- fix) 

5. fix) = A 3 

6. fix) 

7. fix) = a 2 - 6a 

8. fix) 


= -2x + 1 

= A 2 - 2 

= ix - 2)ix + 1) 
= _2 
x 


En los problemas 11 al 20, la funcion dada es uno a uno. Halle 
/-'• 


11. fix) = 3a - 9 

13. fix) = — 

5a + 8 


12. fix) = ix~2 


14. fix) = 


lx 


2x - 3 
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15. fix) = — + A 
x 

17. f{x) = x> + 2 
19. fix) = Vx 


16. fix) = —— 
x + 2 

18. /(jc) = 1 - x 3 
20. /(*) = 6 - 9Vy 


En los problemas 37 y 38, trace la grafica de f a partir de la 
grafica de/ -1 . 

37. 38. 


En los problemas 21 al 24, verifique que las funciones dadas 
sean inversas entre si'. 


21. fix) = —x + 2, g(x) = 4x - 8 

4 

22. fix ) = x 5 + 6, gix) = \Xr - 6 


23. fix) = 

24. fix) = 


jc - 2 
jc + 2 ' 

JC 

4jc + 3 


J?W = 


■ Six) = 


2(1 + jc) 
1 - jc 
3jc 

1 - Ax 



FIGURA 117 


FIGURA 118 


En los problemas 25 y 26, determine el dominio y el rango de 
/ -l , sin hallar la inversa. 

25. fix) = Vx - 3 

26. fix) = 2 + Vx 


Una definition equivalente a la funcion unoa uno esta dada por 
lo siguiente: la funcion f es uno a uno si y solo si fix i) = fix 2 ) 
implica que = x 2 para x t y x 2 en el dominio de f. En los proble¬ 
mas 39 al 44, utilice esta definition para verificar que la funcion 
dada sea uno a uno. 


En los problemas 27 al 30, la funcion dada es uno a uno. Sin 
hallar / -l , halle, en el valor x indicado, el punto correspon- 
diente en la grafica de / -l . 


27. fix) = 2x 3 + 2x\ x = 2 

28. fix) = 8y - 3; y = 5 

29. fix) = x + Vx\ x = 9 


30. fix) = 


Ax 1 

x + r x ~ 2 


En los problemas 31 al 34, trace las graficas de fy/ 1 utilizando 
los mismos ejes de coordenadas. 

31. fix) = 2x + 2 

32. fix) = — 2jc + 3 

33. fix) = x 3 

34. fix) = 2 + Vx 

En los problemas 35 y 36, trace la grafica de/ -l a partir de la 
grafica de /. 


39. fix) = 3* - 5 
41. fix) = Vx 
43. fix) = - 

X 


40. fix) = -r— 
jr + 1 

42. fix) = 2jc + 6 

x 2 - 1 

44. fix) =-, y > 0 


En los problemas 45 al 48, verifique que la funcion dada sea su 
propia inversa. 


45. fix) = 
47. fix) = 


—x 

X + 1 
JC - 1 


46. fix) = - 
x 



48. fix) = V4 - jc 2 , 0 < Jt < 2 


En los problemas 49 y 50, la funcion f dada no es uno a uno. 
Halle F -1 para la funcion Fy el dominio de F~ l . 

49. fix) = (3 - 2jc) 2 , (-0°, °o); 

Fix) = (3 - 2jc) 2 , [i oo) 

50. fix) = AX 2 + 5, (-= 0 , 00 ); 

Fix) = Ax 2 + 5, [0, oo) 
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Variation 


FUNCION POTENCIA 

Una funcion de la forma 


f(x) = fcr", k es una constante ( 18 ) 

se llama funcion potencia. Las funciones potencia juegan un papel importante en muchas 
areas de la ciencia. Puede probarse que (18) es una funcion para cualquier numero real n; el 
dominio de/depende de n. La figura 119 ilustra varias funciones potencia con k = 1 que se 
dan comunmente. 



FIGURA 119 

EJEMPLO 1_ 

Grafique la funcion f(x) = (x - 3) 2/3 

Solucion. En el ejemplo 8 de la seccion 3.5 graficamos la funcion potencia de//t) = jc 2/3 . 
(Vease tambien figura 119(d)). La grafica de f(x) = (x — 3) 2/3 es la grafica def(x) = jc 2/3 
trasladada 3 unidades a la derecha. El intersecto y de la grafica es/(0) = (-3) 2/3 = 2.08. 
(Vease figura 120). 
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FIGURA 120 



VARIACION DIRECTA E INVERSA 


En las aplicaciones, una funcion potencia proviene de un concepto de variacion. Si una 
variable v esta dada por la formula 

y = kx", donde n > 0 (19) 

decimos que y varfa directamente con la enesima potencia de x, o que v es directamente 
proporcional a x". Si y esta dado por 

£ 

y — — = kx~", n > 0 (20) 

x n 

decimos que y varia inversamente con la enesima potencia de x, o que y es inversamente 
proporcional a x". En (19) y (20), k se llama constante de proporcionalidad. 


EJEMPLO 2_ 

Suponga queues directamente proporcional ar 1 . Siy = 4 cuando* = 2, ^cual esel valor dey 
cuando x = 4? 

Solucldn. Segun (19) podemos escribir 

y = to 3 

Sustituyendoy = 4 yx = 2enestaecuacion, obtenemos la constante de proporcionalidad^:, 
puesto que 

4 = k8 implica que k = i 
Por tanto, y = Finalmente, cuando x ~ 4, tenemos 

y = i(4) 3 , o y = 32 


En fisica, la ley de Hooke afirma que la fuerza F requerida para mantener estirado un 
resorte x unidades por encimade su longitud natural (no estirado) es proporcional a laelon- 
gacion x\ esto es. 


F = kx 


( 21 ) 


(Vease figura 121). 


EJEMPLO 3_ 

Un resorte cuya longitud natural es de i de pie se estira 1 pulgada con una fuerza de 30 
libras. ^Que fuerza se necesita para estirarlo a una longitud de 1 pie? 



FIGURA 121 
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Solucion. La elongacion de 1 pulgada es equivalente a ^ pies. Por tantp, segun (21), 
tenemos 

30 = MA), o k = 360 lb/lpie 

por tanto, F = 360x. Cuando el resorte se estira a una longitud de 1 pie, su elongacion es 1 - 
\ — | pies. Por tanto, con x = se deduce que 

F = 360 • £ = 270 lb 

VARIACION CONJUNTA Y COMBINADA 

Una variable puede ser directamente proporcional a Ios productos de potencias de varias 
variables. Si la variable z esta dada por 

z = kx m y n , m> 0, n > 0 (22) 

decimos que z varia conjuntamente con la potencia rn de a y la potencia n de y, o que z es 
conjuntamente proporcional a x y y. El concepto de variacion conjunta expresado en (22) 
puede, por supuesto, extenderse a productos de potencias de mas de dos variables. A mas de 
esto, una cantidad puede ser directamente proporcional a varias variables e inversamente 
proporcional a otras variables. Este tipo de variacion se denomina variacion combinada. 


EJEMPLO 4 



FIGURA 122 


Considere el cilindro circular recto y el cono circular recto mostrados en la figura 122. El 
volumen V de cada uno es conjuntamente proporcional al cuadrado de su radio r y su altura 
h. Esto es, 

Kcilindro = hr 2 h y V cono = k 2 r 2 h 
Se produce que k { = it y k 2 = tt/ 3. Por tanto, los volumenes son 

^cilindro = nr 2 h y V cono = ~r 2 h 


EJEMPLO 5 



La resistencia hidrodinamica D para un bote que se desliza a traves del agua es conjunta¬ 
mente proporcional a la densidad p del agua, el area A de la parte humeda del casco del bote 
y al cuadrado de su velocidad v. Esto es, 


(Vease figura 123). 


D = kpAv 2 


(23) 


La misma relacion (23) puede utilizarse algunas veces para determinar la fuerza de 
arrastre que actua sobre un objeto que se mueve a traves del aire. 

EJEMPLO 6 


FIGURA 123 


La formula 
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ilustra la variacion combinada; esto es, z varia conjuntamente con el cubo de x y el cuadrado 
de v e inversamente con la rafz cuadrada de w. 


EJEMPLO 7_- 

Suponga que las corrientes electricas /, e / 2 fluyen en cables paralelos largos, como lo 
muestra la figura 124. La fuerza F L por longitud de unidad ejercida sobre un cable a causa 
del campo magnetico alrededordel otro cable es conjuntamente proporcional a las corrien¬ 
tes /( e / 2 , e inversamente proporcional a la distancia r entre los cables: 


Fl 



Si las corrientes fluyen en la misma direccion, como se muestra en la figura, F L es una 
fuerza atrayente. Cuando /, e l 2 se mueven en direccion opuesta, la fuerza F L es una fuerza 
repulsiva. 


'l <2 



FIGURA 124 


iEJERCICIO 3.8 


En|os problemas 1 al 6, grafique la funcion potencia dada. 

1. f(x) = x 4 2. fix ) = x 3 3. fix) = x 3/2 

4. fix) = -2x m S. fix) = x ' 6. fix) = x~ m 


18. Estudios empi'ricos indican que el periodo de vida de un mamf- 
fero en cautiverio esta relacionado con e) tamano del cucrpo 
pqr medio de la funcion potencia 


En los problemas 7 al 16, utilice las graficas obtenidas en los 
problemas 1 al 6 para obtener la grafica de la funcion dada. 


7. fix) = x 4 - 1 
9. fix) = (x - I) 4 
11. f(x) = (jc+ I)" 3 
.13. fix) = x V2 + 4 
IS. fix) = ix- 3)-' 

17. La velocidad del sonido t 
segun la funcion potencia 


8. fix) = x 4 + 2 
10. fix) = -$x 4 
12. fix)s= x~ 3 - 1 
14. fix) = ix- 2) 2 ' 3 
16. fix) = ix+ 1)^ ,/2 
a el aire varia con la temperatura 


v(71 = 33,145V7'/273 

donde v es la velocidad del sonido en ccntimetros por segundo 
y T es la temperatura del aire en grados Kelvin (273° Kelvin 
= 0° Celsius). <,En que dfa v ; tja mas rapidamente el sonido de 
fuegos artificiales detonadores: 4 de julio iT = 310° K) o l°de 
enero (7 = 270° K)?, ^cuanto mas rapidamente? 



LiM) = (11,8)W° 20 

donde L es el periodo de vida en afios y M es la masa del cuerpo 
en kilogramos. 

(a) ^Que predice esta funcion para el periodo de vida en un 
elefante de 4,000 kg en un zoologico? 

(b) iQue predice esta funcion para el periodo de vida de un 
hombre de 80 kg recluido en una prision? 

19. Suponga que y varia directamente con el cuadrado de x. Si 
y = 3 cuando x = 1, ^cual es el valor de y cuando x = 2? 

20. Suponga que y es directamente proporcional a la rafz cuadrada 
de x. Si y = 4 cuando x = 16, ^cual es el valor de y cuando 
x = 25? 

21. Suponga que w es inversamente proporcional a la rafz cubica 
de t. Si w = 2 cuando t = 27, ^cual es el valor de w cuando 
t = 8? 

22. Suponga que s varia inversamente al cuadrado de r. Si un valor 
de r se triplica, ^cual es el efecto sobre ,v? 

23. La distancia s a la que viaja una piedra cuando cae de un edifi- 
cio muy alto es directamente proporcional al cuadrado del 
tiempo rde viaje. Si la piedra cae 64 pies en 2 segundos, halle 
una formula que relacione s y t. yHasta donde cae la piedra en 
5 segundos?, yhasta donde cae la piedra entre 2 y 3 segundos? 
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24. La velocidad v de una piedra lanzada desde un edificio muy 
alto varfa directamente con el tiempo t de vuelo. Halle una 
formula que relacione v y t si la velocidad de la piedra al cabo 
de un segundo es de 32 pies/s. Si la piedra se lanza desde la 
parte superior de un edificio que tiene 144 pies de altura, ^cual 
es la velocidad cuando toca el suelo? [Sugerencia: utilice el 
problema 23]. 

25. El periodo T de un pendulo piano varfa directamente a la rafz 
cuadrada de su longitud L. ^Cuanto se debe cambiar la longi- 
tud L para doblar cl peric^o del pendulo? 

26. El peso p de una persona varfa directamente con cl cubo del 
largo l de la persona. A la edad de 13 una persona de 60 pulga- 
das de altura pesa 120 libras. ^Cual es el peso de la persona a 
los 16 anos cuando mide 72 pulgadas? 

27. El area superficial S (cn metros cuadrados) de un animal cs 
directamente proporcional a su peso p elevado a la potencia 
dos tcrcios y medido en kg. Para los humanos se toma que la 
constante de proporcionalidad es k = 0.11. Halle el area super¬ 
ficial de una persona cuyo peso es de 81 kg. 

28. Scgun la tcrccra ley de Kepler del movimiento planctario, el 
cuadrado del periodo P de un planeta (esto es, el tiempo que 
toma a un planeta girar alrcdcdor de Sol) es proporcional al 
cubo de su distancia media del Sol. El periodo de la Tierra es 
dc 365 dfas y su distancia media del Sol es de 92.900.000 
millas. Determine el periodo de Marte dado que su distancia 
media del Sol es de 142.000,000 millas. 

29. La ley de la gravedad de Newton afirma que la fuerza F de 
atraccion entre dos masas esfericas M y m cuyos centros de 
masa estan r unidades separados, es conjuntamente proporcio¬ 
nal a la primera potencia de cada masa e inversamente propor¬ 
cional al cuadrado de la distancia r (vease figura 125). Exprese 
esta variacion combinada como formula. Si la distancia r se 
reduce a la mitad, ;,cntonces cual es el cfecto sobre la fuerza? 

30. La energfa cinetica K dc un euerpo cn movimiento varfa con¬ 
juntamente con el producto de su masa m y el cuadrado de su 


M 



H- r ---*4 

FIGURA 125 

velocidad v. Si la constante de proporcionalidad es de i, halle 
la energfa cinetica dc un neutron de masa 1.7 x 10" 27 kg que se 
mueve a una velocidad constante de 3.5 x 10 4 m/s. 

31. Segun la ley general de los gases, la presion P de una cantidad 
de gas es directamente proporcional a la temperatura absoluta 
T del gas, e inversamente proporcional a su volumen V. Expre- 
sc esta variacion combinada como formula. Un balon grande 
contiene 500 pies cubicos de un gas al ni vel del suelo, donde la 
presion es de 14.7 lb/pulgada 2 y la temperatura absoluta es de 
293°K(20° C). ^Cual es el volumen ocupado por este gas a 
una altitud de 10 millas, donde la presion es de 1.5 lb/ 
pulgada 2 y la temperatura absoluta es de 218° K (-55° C)? 

32. En el estudio de cuerpos elasticos. la tension es directamente 
proporcional a la distension. Para un alambre de longitud L y 
area transversal A que se estira en una cantidad e por medio de 
una fuerza aplicada F, la tension se define como FI A y la dis¬ 
tension esta dada por e/L. Halle una formula que exprese e en 
terminos de las otras variables. 

33. La temperatura de un tubo Pyrex se eleva de una temperatura /, 
a una temperatura final ; 2 . La expansion termica e del tubo es 
conjuntamente proporcional a su longitud L y a la elevacion de 
la temperatura. Cuando un tubo de 10 cm de longitud se calienta 
dc 20° C a 420° C, su expansion termica es de 0.012 cm. 
^Cual es la expansion termica del mismo tubo cuando se ca¬ 
lienta de 20° C a 550° C? 
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EJERCICIO DE REPASO 


En los problemas 1 al 20, llene los espacios o responda falso o 

verdadero. 

1. Si {a, b) es un punto del segundo cuadrante, entonces (a, -b) 

es un punto del_cuadrante. 

2. La distancia entre los puntos (5, 1) y (— 1, 9) es_ 

3. Si la grafica de una ecuacion contiene el punto (2, 3) y es 

simetrica con respecto al eje x, entonces la grafica tambien 
contiene el punto_ 

4. Si A, B, y C son puntos en el piano cartesiano, entonces siem- 

pre es verdadero que d(A, B) + d(B, C) > d(A, C). _ 

5. El centre y el radio de la circunferencia (.x - 2) 2 + (y + 7) 2 

= 8 son_ 

6. Las rectas lx — 5y = 1 y kx + 3y + 3 = 0 

son paralelas si k =_ 

7. Los intersectos en x y en y y la pendientc de la recta ~4x + 3y 

. — 48 = 0 son_ 

8. La grafica de x = — 6 es una_ 

9. Si/es una funcion tal que f(a) =f(b), entonces a = b. _ 

10. fix) = fr 1 + a) 5 es una funcion impar._ 

11. Los intersectos en x y en y de la grafica de la funcion/(x) = -x 2 

+ 4x — 4 son_ 

12. El dominio de la funcion f(x) = 1/V3 — x es_ 

13. La relacion x 2 + y 2 = 9 es una funcion_ 

14. Una funcion y = fix) tiene una inversa/ 1 si y solo si es_ 

15. La funcion/(x) = 5 tiene una inversa_ 

16. La grafica de una funcion puede poseer solo un intersecto en y. 


17. La grafica de una funcion diferente de la funcion cere no puede 

ser simetrica eon respecto a I eje x _ 

18. Las raices de la funcion f(x) = x(x 2 - l)(x 3 + 8) son_ 

19. Si/es una funcion uno a uno con dominio el conjunto R de 

numeros reales, entonces /'//(6)) =_ 

20. Si p varia inversamente al cubo de q y p = 9 cuando q = — 1, 

entonces p =_ cuando q — 3. 

21. Determine si los puntos A( 1, I), fl(3, 3) y C(5, 1) son vertices 
de un triangulo rectangulo. 

22. Halle una ecuacion de una circunferencia cuyos puntos (3, 4) y 
(5, 6) son los puntos extremos de un diametro. 

23. Halle una ecuacion de la.recta que pasa por (1,2) que es per¬ 
pendicular a la recta y = 3x — 5. 

24. Halle una ecuacion de la recta que pasa por (2, 4) paralela a la 
recta que pasa por (-1, — 1) y (4, —3). 

25. Considere el segmento de recta que une (— 1, 6) y (1, 10) y el 
segmento de recta que une (7, 3) y (-3, —2). Halle una ecua- 
ci6n de la recta que contenga los puntos medios de estos dos 
segmentos de recta. 

26. Halle todos los numeros del dominio de f(x) = x 2 + 2x que 
correspondan al numero 15 del rango. 

27. Segiin la grafica dey =/(x) mostradaen la figura 126, trace las 
graficas de cada uno de los siguientes numerales: 

(a) y = /(x) + 1 (b) y = f(x + 1) 

(c) y = fix) — 2 (d) y = fix — 2) 

(e) y = f[x - |) (f) y = -fix) 



FIGURA 126 

28. Sea f(x) — x, g(x) = IjcI, y h(x) = [x]*. Grafique las funcio¬ 
nes (a) / + g, (b )fg, y (c ) / + h. 

29. Si /(x) = 4x 2 - 2x + 8, calcule y simplifique 

j[3 + h) ~/(3) 
h 

30. Si/(x) = x 3 + 6, evalue y simplifique 

m -/( 4 ) 
x - 4 

En los problemas 31 y 32, grafique la relacion dada. 

31. |y| s x 32. y > x 2 + 1 


En los problemas 33 al 36, grafique la ecuacion dada. 

33. |y| = |x| 34. |x| + |y| = 1 

35. y 2 — x* = 0 36. x 2 + y 2 - 25 = 0 

En los problemas 37 al 42, grafique la funcion dada. 


37. /(x) = 3x - 9 
39. /(x) = 2x 2 + 1 

41. f(x) = |x| + |x - 3| 

r 2, ixi < i 

42. fix) = \J 


Lx + 1, x s 1 


38. fix) = -5x 
40. fix) = x(x - 3) 


En los problemas 43 y 44, halle/° g, g °f, f°f, g ° g> 
f° (1 /g) para cada una de las funciones dadas. 


43. fix) = x 3 , gix) = 2/x 2 

44. fix) = x 2 + 2x, gix) = 3x + 1 


En los problemas 45 y 46, halle la inversa de la funcion uno a 
uno dada. 


45. fix) = 5/(x - 2) 46. fix) = 3 + 4\G 


*h(x) — [x] es la funcion parte entera. (Vease problema 61 en el 
ejercicio 3.5]. 
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47. Exprese el radio r de un cfrculo como una funcion de su area A. 

48. Una caja rectangular, abierta arriba, tiene una base cuadrada. 
Sea x la longitud de un lado de esta base. Si el volumen de la 
caja es de 1,000 pulgadas cubicas, exprese el area superficial 
total S de la caja como una funcion de x. 

49. Considere el reetangulo inscrito en la circunferenciax 2 + y 2 = 9, 
mostrado en la figura 127. Exprese el area A del reetangulo 
como una funcion de x. 



FIGURA 127 


50. Considere los cuatro circulos de radio h mostrados en la figura 
128. Exprese el area A de la region sombreada como una fun¬ 
cion de h. 



FIGURA 128 


51. Si 


„ ^ _ J 1 , si x es un numero racional 
' I 0, si x es un numero irracional, 

halle lo siguiente. 


52. Complete, tomando como referenda la grafica de la funcidn 
y - fix) que se muestra en la figura 129. 


/(-2) =_ >12.5) = 

/(-D =- /(3) = 

/(0) =- /(4) = 

/(l) =- /(5) = 

/(2) =- /(5.5) = 



FIGURA 129 

53. Un modelo simple de formacion glaciar predice que la densi- 
dad h de un pedazo de hielo a una distancia r de su centra C 
esta dada por la funcion 

h(r) = V(2 t 0 / pg)(L - r) 

donde t 0 es una constante llamada iimite de tension, p es la 
densidad del hielo, g es la aceleracidn de gravedad y 2 L es la 
anchura de un corte transversal del pedazo de hielo (vease fi¬ 
gura 130). Utilizando datos de estudios sobre glaciares en 
Groenlandia, tenemos que 

t 0 /pg ~ 11 m y L ~ 450,000 m 

Corte transversal de 



FIGURA 130 

(a) ^Cual es el dominio de la funcidn hi 

(b) Utilice la funcion para predecir la densidad del pedazo de 
hielo de Groenlandia en su centra. 

(c) ik que distancia del centra se predice que el glaciar sera 
tan denso como en el centra? 

54. Kinnear y Brown (1967) presumieron que la velocidad mini¬ 
ma R del corazon (en latidos por segundo) de los marsupiales 
esta dada por la funcion potencia 


(a) /(4) 

(b)/(-l) 

(c) /(V2) 

(d) /(V3/2) 

(e) /(u - ) 

(f) /(5-72) 


R(m ) = 106m“° 27 

donde m es la masa del cuerpo (en kilogramos). 
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4a 1 Funciones cuadraticas 

Funciones polinomiales 

En el capftulo 3 graficamos funciones tales como/( jc) = lx - 1, g(x) = Sx 2 - 4, y h(x) = x 3 : 
Estas funciones, en las cuales la variable de cada termino se eleva a una potencia entera no 
negativa, son ejemplos de funciones polinomiales. En general, tenemos la siguiente defini- 
cion: 

DEFINICION1 — — - - — — — - 

Una funcion / se llama funcion polinomial si 

fix) = a n x n + a„_ 1 x' , ~ l H-1- a\x 4- a 0 

donde a 0 , a .. a„ son constantes reales y n es un entero no negativo. 


Si a n 5* 0, decimos entonces que una funcion polinomial/tiene grado n. El numero a n 
se denomina coeficiente principal del polinomio. 


FUNCIONES CUADRATICAS 

Para n = 0 y n = 1 tenemos, respectivamente, 

f(x) = oo, una funcion constante 

f(x) = a x x + oo, una funcidn lineal 

Una funcion polinomial de grado n = 2, 

f(x) = a 2 x 2 + a x x + a 0 


se llama funcion cuadratica. Por simplificar escribimos la forma general de una funci6n 
cuadratica / como 

f{x) = ax 2 + bx + c, a^O (1) 

La grafica de una funcion cuadratica se denomina parabola. Se puede demostrar que todas 
las funciones cuadraticas tienen una grafica de forma similar a la griifica de f(x) = x 2 . Si 
a > 0 en (1), la parabola se abrira hacia arriba como en la figura 1 (a), mientras que si a < 0 
en (1) la parabola se abrira hacia abajo como en la figura 1(b). 

En el caso del polinomio cuadratico de termino unico/(x) = ax 2 , las graficas de/(x) = 
ax 2 , a > 0, y fix) = —ax 2 , a > 0 son simples reflexiones una de otra a traves del eje x 
(vease figura 2). 

EJEMPLO 1_ 

Grafique fix) = —x 2 + 4. 
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FIGURA1 (a) (b) 

EJEMPLO 1_ 



Grafica/fx) = -x 2 4- 4. 

Solucibn. Por la seccion 3.6 sabemos que la grafica def(x) es la grafica dey = —x 2 trasla- 
dada 4 unidades hacia arriba. En la figura 3 observe que el intersecto y es /(0) = 4 y 
los intersectos en x son — 2 y 2 (las respuestas de la ecuacion/(x) = 0 o —x 2 4-4 = 0). 



FIGURA 3 


INTERSECTOS 

El intersecto en y para la grafica (1) es el valor/(0) = c. Para determinar si la grafica tiene 
intersectos en x, debemos hallar cualquier rafz real de f(x). Esto es, debemos hallar las 
soluciones reales, o rafces, de la ecuacion/(x) = 06 


ax 2 4- bx 4- c = 0 


(2) 


Aplicando a (2) la formula cuadratica, podemos verque la grafica de una funcion cuadratica 
puede o no tener intersectos en x. La tabla de la pagina siguiente sintetiza las 3 posibilida- 
des. 
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—b ± Vfc 2 — 4ac 


.’ 2 a 

b 2 — 4 ac > 0 

Dos rai'ces reales diferentes 

Dos intersectos en x 

La grSfica atraviesa el eje x dos veces. 

o 

II 

1 

fS 

-O 

Rai'ces reales iguales 

Un intersecto en x: — b/2& 

La grafica es tangente al eje x. 

b 2 — 4 ac < 0 

No hay rai'ces reales 

No hay intersectos en x 

La grifica esta completamente encima o completamente debajo 
del eje x 


EJEMPLO 2_ 

Grafique /(jc) = x 2 - 2x - 3. 

Solucibn. Puesto que/es una funcion cuadratica con a = 1 > 0, sabemos que la grafica 
sera una parabola que se abre hacia arriba. El intersecto en y es/( Oj) = - 3. Para hallar los 
intersectos en x, resolvemos 

x 2 -lx-3 = 0 

o (x + l)(x — 3) = 0 

y hallamos que x = —l ox = 3. Utilizandoesta information y marcandopuntos de la tabla 
adjunta, obtenemos la grafica que se muestra en la figura 4. 


X 

fix) 

-2 

5 

-1 

0 

0 

-3 

1 

-4 

2 

-3 

3 

0 

4 

5 



Venice 


Venice 



FIGURA 5 


VERTICE 

Si la grifica de una funcion cuadratica se abre hacia arriba (abajo), el punto m£s bajo (mds 
alto) sobre la parabola se llama vertice (vease figura 5). 

En el ejemplo 2 parece que el vertice de la parabola esta localizado en (1, — 4). El poder 
localizar el vertice de una parabola con precision seria una ayuda considerable al graficar 
una funcion cuadratica. Para hacerlo, consideramos lo siguiente: completando el cuadrado 
en la expresion cuadratica ax 1 + bx + c, podemos escribir 

fix) — ax 2 + bx + c 


como 


fix) = a 



+ 


4ac - b 2 
4 a 


( 3 ) 


Vemos que, sin importar que valor sustituye ax en (3), el termino(4ac — b 2 )/4a no se altera. 
Por tanto el primer tdrmino a[x + (b/2a)] 2 , determina la magnitud relativa de los valores 
funcionales fix). Si a > 0, entonces a[x f (b/2a)] 2 > 0. Se deduce que fix) tiene su valor 
mlnimo cuando 
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esto es, para * = -bfla. De la misma manera, si a < 0, entonces a[x + ( b/2a )] 2 < 0, 
y/tiene suvalor maximo cuando* = — b/2a. Por tanto, el vdrtice de la grdfica de una funcion 
cuadrdtica f{x) = ax 2 + bx + c es el punto 



(4) 


EJEMPLO 3_ 

Para /(*) = x 2 - 2x — 3, identificamos a = 1 y b = -2. Entonces el vertice de la graficaes 




como se mostro anteriormente en la figura 4. Puesto que a = 1 > 0,/(l) = — 4 es el valor 
mi'nimo de la funcion. 


EJEMPLO 4_ 

Grafique fix) = -4x 2 + 12* - 9. 

Solucibn. La grafica de esta funcion cuadratica es una parabola que se abre hacia abajo, ya 
que a = — 4 < 0. Identificando a = — 4 y b = 12, vemos a partir de (4) que el v&tice es 

(i fib) = (i 0) 


y que /(f) = 0 es el maximo valor de la funcion. Ahora el intersecto en y es/(0) — —9. 
Resolviendo - 4x 2 + 12* - 9 = 0, hallamus que hay solo un intersecto en *, a saber, $. Por 
supuesto, esto se esperaba, ya que el vertice ($, 0) esta sobre el eje *. Como lo muestra la 
figura 6 se puede obtener un esquema aproximado con solo estos dos puntos. 



y = - 4* 2 + 12 * - 

FIGURA 6 


EJEMPLO 5 


Grafique /(*) = * 2 + 2* + 4. 

Solucibn. La graficaes una parabola que se abre hacia arriba. Identificando a = l|y b = 2, 
vemos que el vertice es 


(rT’Hrr))"*- 1 - 3 * 

El intersecto en y es/(0) = 4. Resolviendo * 2 + 2* + 4 = 0, no encontramos soluciones 
reales. Por tanto, la grafica no tiene intersectos en *. Puesto que el vertice esta por encima 
del eje *, la grafica debe localizarse por completo encima del eje * (vdase figura 7). 



TRASLACION DE GRAFICAS 


En el ejemplo 1 vimos que la grafica de una funcion cuadratica de la forma/(*) = ax 2 + c 

puede obtenerse de la grdfica de y = ax 2 por medio de una traslacion vertical. Completando y 

el cuadrado, podemos escribir /(*) = ax 2 + bx + c, b t 4 0, como FIGURA 7 
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/(x) = a(x - h) 2 + k 


( 5 ) 


La grafica de esta ecuacion es la gr&fica de y = ax 2 trasladada horizontalmente lit! unida- 
des y luego trasladada verticalmente Ifcl unidades. (Utilizamos signos de valor absoluto 
debido a que h y k pueden ser negativos). La figura 8 ilustrael caso en el que a > 0, h > 0, y 
k>0. 

Un examen de la figura 8 y una comparacion de las ecuaciones en (3) y (5) revelan 
que el vertice de la grafica de/(jt) = a(x — h) 2 + k es (h, k). De esta manera, obtenemos 
las coordenadas del vertice directamente; no hay necesidad de memorizar —b/2a ni tampo- 
co de calcular la funcion cuadrtitica en este numero. Observe tambien que la grafica de 
f(x) = a(x — h) 2 + k es simetrica con respecto a la lfnea x = h. 


FIGURA 8 



!y = a(jt - h) 2 + k 


EJEMPLO 6_ 

Compare las graficas de (a) f(x) = (jc - 2) 2 y (b) /(jc) = (jc + 3) 


Solucion 

(a) La grafica punteada de la figura 9 es la grafica de y = x 2 . Trasladando esta grafica 2 
unidades a la derecha, obtenemos la grafica de f(x) = (x — 2) 2 . La grafica se muestra a 
color. Observe en la figura y en las identidades h = 2 y k — 0 que el vertice de la grafica 
es (2, 0). 

y = (* + 3) 2 y = x 2 



(b) La grafica de f(x) = (jc + 3) 2 se obtiene trasladando la grafica de >’ = x 2 hacia la izquier- 
da, tres unidades. Esta es la gr£fiqa que aparece en negro en la figura 9. A partir de la 
ecuacidn, vemos que h = -3 y k = 0. Por tanto, el vertice es (-3, 0). 
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EJEMPLO 7 


Grafique fix) = -x 2 - lx - 10. 

Solucion.Primerocompletamoselcuadrado. Parahacerlo, factorizamos — 1 apartirde los 
terminos que incluyen x , de modo que el coeficiente de x 2 sea (vease pagina 80). 

fix) = -(x 2 + lx ) - 10 

Sumando ^ , el cuadrado de la mitad del coeficiente de x, dentro del parentesis, le estamos 
sumandoenrealidad — *$■ alaexpresion. Portanto,compensamossumando porfueradel 
parentesis: 

fix) = -(x 2 + lx + ) - 10 + f 

= ~(x + l) 2 + I 

En esta ultima ecuacion vemos que h = — \ y k = J. El vertice de la grafica es entonces 
(—i, f), y la grafica es y = — x 2 trasladada \ unidades a la izquierda y | unidades hacia 
arriba. 

Solo con esta informacion, podrfamos facilmente trazar una grafica aproximada. 
Sin embargo, es siempre buena idea, que revisemos los intersectos. El intersecto en y es 
/(0) = — 10. Para hallar los intersectos en x, resolvemos 



-jt 2 - lx - 10 = 0, o (x + 5)(x + 2) = 0 


Los intersectos en x son — 5 y -2. Utilizando loscuatro puntos (~l, f), (0, — 10), ( — 5,0) 
y ( — 2, 0), obtenemos la grafica que se muestra en la figura 10. 


FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES 

Para a > 0 , los valores de la funcion lineal fix) = ax + b aumentan a medida que jc aumenta 
(la grafica se eleva de izquierda a derecha); para a < 0, los valores de funcion dismitiuyen a 
medida que a: aumenta (la grafica cae). En el primer caso, decimos que/es creciente, y en el 
segundo que/es decreciente. En general, tenemos la siguiente definicion. 

DEFINICION 2 = =======:^^^^^^^ = ==== 

Sea/ una funcion definida en un intervalo, y scan .t| y x 2 dos numeros cualesquiera en 
esc intervalo. 

(i) / es creciente en el intervalo si f(x\) < fix i) siempre que x t < x 2 . 

(ii) /es decreciente en el intervalo si f(x ,) > f(x 2 ) siempre que x, < x 2 . 


En la figura I l(a),/es creciente en el intervalo \a, b], mientras que en la figura 11 (b),/ 
es decreciente en el intervalo [a, b]. 



-at 
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!>’ 


(-2, 9) 



y = — x~ — 4x + 5 

FIGURA 12 


EJEMPLO 8___ 

Halle el mayor intervalo sobre el cual la funcion/(.v) = — x 2 — 4.x + 5 sea creciente y el 
mayor intervalo en el cual sea decreciente. 

Solucion. La grafica de la funcion es una parabola que se abre hacia abajo con vdrtice en 
( — 2,9) (verifiqueesto). Como Io muestralafigura 12, la funcion es creciente en el intervalo 
(—°°, —2], y decreciente en el intervalo [ — 2, °°). 


Muchos fenomenos diversos de la ciencia, ingenieria y comercio pueden describirse 
por medio de las funciones cuadraticas. Es necesario a menudo hallar el maximo o mi'nimo 
valor de tal funcion. 


x EJEMPLO 9_ 

Un ganadero desea construir un corral rectangular con 1,000 piesdecercado. ^Cualesdeben 
ser las dimensiones del corral para que el area cercada sea maxima? 

Solucion. Como se muestra en la figura 13(a), designamos la anchura y la longitud del 
corral como wy I, respectivamente. j El area esta dada por 


A = wl ( 6 ) 

y el perimetro es 1,000 pies. Por tanto, 

2tv + 21 = 1,000 

Despejando / en esta ecuacion nos da 


l = K 1,000- 2 w) = 500 -w 


r 

w 

L 

i - 

= ,f\f . C *: 


■* - -l -► 


FIGURA 13 ( a ) 



Sustituyendo este resultado en (6), tenemos 

A = w (500 - w) 

Hemos expresado asi el area A como una funcion de la variable tv. 

A(w) = w(S00 — w) = 500w — tv 2 
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Esta funcibn se grafica en la figura 13(b). 

Puesto que la parabola se abre hacia abajo, el valor miximo de A se da en el vertice. 
Utilizando(4)confe = 500 y a = — 1, ocompletandoel cuadrado, encontramosqueel vbrtice 
esti enw= 250. Puesto que la longitud correspondiente es 

l = 500 - 250 

las dimensiones deseadas son 250 pies por 250 pies. 


EJERCICIO 4.1 


En I os problemas 1 al 6, grafique la funcibn dada. 

1. f(x) = lx 2 2. /(x) = —2x 2 

3. /(x) = 2x 2 - 2 4. /(x) = 2x 2 + 5 


5. /(x) = -2x 2 + 1 


6. /(x) = -2x - 3 


(24) Sea /(x) = ax 2 + bx + c. 

(a) Si x = -bl2a y a > 0, pruebe que /(x,) > /(x 2 ) para 
x, < x 2 < x y que/(x,) </(x 2 ) para x < x, < x 2 

(b) Si x = -blla y a < 0, demuestre que/(x,) </(x 2 ) para 
x, < x 2 < 2x y /(x,) > A*i) P ara x < x, < x 2 . 


En |los problemas 7 al 18, grafique la funci6n dada. Halle el 
vlrtice de la parabola y los intersectos. 


7. /(x) = 2x 2 - 4x + 1 
9. /(x) = (3 - x)(x + 1) 
11. /(x) = x(x + 5) 

13. f(x) = x 2 - 3x + 2 
15. /(x) = -x 2 + 6x - 5 
17^ f(x) = (x - 5) 2 


8. /(x) = 5x 2 — 2x + 4 
10. /(x) = (x - 2)(x - 6) 
12. /(x) = x 2 - 4x 
14. /(x) = ix 2 + x + 1 
16. /(x) = x 2 - 2x - 7 
18. /(x) = -(3 - x) 2 


Enjlos problemas 19 al 22, halle el mayor intervalo sobre el cual 
la funcibn dada sea creciente y el mayor intervalo sobre el cual 
sea decreciente. 

19. /(x) = 3x 2 - 8x + 1 20. /(x) = -2x 2 - 6x + 3 

21. /(x) = —2x 2 - 12x 22. /(x) = x 2 + 8x - 1 

23. Para/(x) = lx 2 + 16x - 2, responda si cada una de las siguien- 
tes afirmaciones es falsa o verdadera. , 

(a) La funcion crece en el intervalo (—2, °°)- 

(b) |La funcibn decrece en el Intervalo (—7, —5)- 

(c) La grafica se abre hacia abajo. EE —— 

(d) El valor mfnimo de la funcibn es_/(x) = -34 - 

(e) No hay intersectos en x_i_ r , 

(f) La grifica pasa por el punto (-2,-26)- L - 


En los problemas 25 y 26, halle el maximo valor de 

25. /(x) = -x 4 + lQx 2 + 6 [Sugerencia: sea t = x 2 ] 

26. A x ) = -x + 6Vx + 10 

27. La suma de dos numeros reales es 6. Halle dos numeros tales 
que su producto sea maximo. 

28. ^,Es posible hallar dos numeros reales cuya diferencia sea 30 y 
cuyo producto sea maximo?, ^mfnimo? Si es asf, halle los 
numeros. 

29. La suma de dos numeros es 20. Halle dos numeros tales que la 
suma S de sus cuadrados sea minima. 

30. La suma de dos numeros es 4. Halle los dos numeros talcs que 
la diferencia D entre el cuadrado del primer numero y el doble 
del cuadrado del segundo sea maxima. 

31. Halle las dimensiones del rectangulo sombreado en la figura 
14, tal que su area A sea maxima. 

32. Halle el punto sobre la recta y = 2x que este mis cerca a (5, 0) 
(vease figura 15). (> Cual es ladistancia minima? [Sugerencia: 
considere el cuadrado de la distancia]. 

33. Considere las graficas mostradas en la figura 16. Halle los 
puntos en ambas graficas para 1 < x ^ 6, tales que la distan- 



FIGURA 14 
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cia vertical entre las graficas sea maxima ^Cual es la distancia 
vertical maxima? 

34. Un ranchero desea cercar un corral rectangular a lo largo de 
una corriente recta, como se muestra en la figure 17. Si la 
longitud total de cerca disponible es de 3,000 pies, halle el 
valor maximo de la funcion de area A(x). ^Cudles son las di- 
mensiones del area maxima del corral? 



h-/-H 

FIGURA 17 

35. Se debe doblar un pedazo de alambre de 60 pulgadas para 
formar un rectangulo. Demuestre que el rectangulo que tiene 
la mayor area A, es un cuadrado. 

36. Se hace un canal con un corte transversal rectangular, con un 
pedazo de metal de 1 pie x 20 pies, doblando hacia arriba 
cantidades x iguales desde el lado de 1 pie (vease figure 18). 
(.Como debe doblarse el metal hacia arriba sobre cada lado 
para hacer que la capacidad del canal sea maxima? 


38. Una flecha que se lanza verticalmente hacia arriba con una 
velocidad inicial de 64 pies/s desde un punto a 5 pies por enci- 
ma del suelo alcanza una altura de 

r(r) = — 16r 2 + 64r + 5 

en t s (vease figure 20). <Cu41 es la maxima altura alcanzada 
por la flecha? ;,En que momento la flecha cae nuevamente al 
nivel de 5 pies? 

39. Como se muestra en la figure 21, una flecha que se lanza con 
un angulo de 45 grados hacia el horizonte, viaja trazando un 
arco parabolico dado por la ecuaciony = ax 2 + x + c. Utilice 
el hecho de que una flecha se lanza a una altura vertical de 5 
pies y recorre una distancia horizontal de 200 pies, para hallar 
aye. ^Cual es la mdxima altura alcanzada por la flecha? 



40. Se debe construir dentro de un lote rectangular de 100 pies de 
largo y 60 pies de ancho un jardin rodeado por un sendero de 
anchura uniforme x (vease figure 22). Exprese el area A del 
jardin como un funcion de x. ^Que ancho debe tener el sendero 
para que el jardin tenga un area de 3,200 pies 2 ? 



FIGURA 18 



FIGURA 19 FIGURA 20 

37. El vitral que se muestra en la figure 19 esta compuesto por un 
rectangulo y un semicirculo de radio r. Si el perimetro del 
vitral debe ser de 200 cm, halle las dimensiones del vitral con 
la mayor area A. 


FIGURA 22 

41. El 25 de julio de 1985, el Minneapolis Star y el Tribune anun- 
ciaron que el artista de la fuga, Christopher Gates, estaba pla- 
neando lanzarse al rio Mississippi poniendose 70 libras de cade- 
nas y grillos. El articulo reporto que la altura del puente era de 
48 pies y que la velocidad de colision de Gates cuando alcan- 
zare el agua serfa de 85 mph. Si su altura (en pies) y velocidad 
(en pies/s) t segundos despues de lanzarse del puente estin 
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dadas por las funciones hit) = 48 - 16/ 2 y v(/) = 32/, respecti- 
vamente, determine si el cdlculo que hizo el Tribune de la 
velocidad de colision de Gates fue preciso. 

42. Un modelo para la expansion de epidemias supone que la velo¬ 
cidad a la cual se extiende una enfermedad es conjuntamente 
proporcional al numero de personas que ya tienen la enferme¬ 
dad y al numero de gente no infectada aun. (Esta suposicion es 
razonable ya que, si nadie tiene la enfermedad, no hay expan¬ 
sion de esta, y si todos la tienen, entonces no se puede expan- 
dir mas). 

Matematicamente, el modelo esta dado por la funcion 
cuadratica 


R(D ) = kD(P - D),k> 0 


en donde R(D ) es la velocidad de expansion (en casos por dfa), 
P es la poblacidn total. D es el numero de personas que llevan 
la enfermedad, y k es una constante de proporcionalidad. 

(a) Demuestre que si la poblacion P es constante, la enferme¬ 
dad se expande con mis rapidez cuando exactamente la 
mitad de la poblacidn la tiene. 

(b) Suponga queen una ciudad de 10,000 personas, 125est£n 
enfermas el domingo, y 37 nuevos casos ocurren el lunes. 
Calcule la constante k. 

(c) Utilice el resultado de la parte (b) para calcular el numero 
de nuevos casos el martes. [Sugerencia.e 1 numero de per¬ 
sonas que tienen la enfermedad el lunes, es 162 = 125 + 
37]. 

(d) Calcule el numero de nuevos casos el rnidrcoles, jueves, 
viemes y sSbado. 

43. La tasa de crecimiento de los peces depende de la temperature 
del agua en la cual habitan. Para los peces de ojos saltones de 
Minnesota, la tasa de crecimiento G (en porcentaje por dfa) 
estd dada por la funcion cuadratica 

G{T) = -0.0346(7' - 23) 2 - 0.0723(7- - 23) + 3.77 

donde T denota la temperature del agua medida en grados Cel¬ 
sius. 

(a) La grafica de la funcion G es la grafica de la funcidn 

g(T) = -0.03467" 2 -0.0723 T + 3.77 
trasladada hacia la derecha. Halle la tasa de crecimien¬ 
to maxima G, utilizando el hecho de que el maximo de 
G = mdximo de g. 

(b) £ Que valor de T da el valor maximo de G en la parte (a)? 



Division de polinomios 


Hay un metodo para dividir polinomios similar a la division larga de dos enteros positivos. 
Como repaso, examinamos la division 1,052 por 23. 

45 <— Cociente 
Divisor -> 23)1,052 <- dividendo 
92 

132 

115 

17 *— Residuo 

Escribimos el resultado de esta division, como 

W = 45 + 45 
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o, multiplicando ambos lados de la ecuacion por 23, podemos escribir 
1,052 = (23 x 45) + 17 

Observe que la ultima ecuacion proporciona una prueba de la division. Esto es, el divisor 
(23) multiplicado por el cociente (45) mas el residuo (17) es igual al dividendo (1,052). 
Ahora considere la division del polinomio 3X 3 — x 2 — 2x + 6 por x 2 + 1. 

3 X _ i _<— Cociente 

Divisor —> x 2 + 1)3jc 3 — x 1 — 2x + 6 Dividendo 

3x? _ + 3x 

- x 2 - 5x + 6 
-x 2 - 1 

- 5jc + 7 Residuo 

Los pasos de este procedimiento se pueden resumir como sigue: 

1. Divida 3X 3 (el primer termino del dividendo) por x 2 (el primer termino del divisor), 
obteniendo 3 jc (el primer termino del cociente). 

2. Multiplique x 2 + 1 (el divisor) por 3x y escriba el producto 3x 3 + 3 jc debajo de los 
terminos correspondientes en el dividendo. 

3. Reste para obtener — x 2 — 5* + 6, el cual se trata como nuevo dividendo. 

4. Divida — x 2 (el primer termino del nuevo dividendo) por x 2 , obteniendo — 1 (el segundo 
termino del cociente). 

5. Multiplique x 2 + 1 por — 1 y reste el producto, del nuevo dividendo. 

6. Observe que puesto que el grado de — 5x + 7 (la diferencia) es menor que el grado del 
divisor, la division esta terminada. Escribimos el resultado de la division como 

3.x 3 — x 2 — 2x + 6 —5jc + 7 

-;-= 3x — 1 H-;- 

x 2 + l x 2 + 1 

Si multiplicamos ambos lados de la ultima ecuacion por x 2 + 1, tenemos 

3x 3 -x 2 -2x + 6 = (x 2 + l)(3;t - 1) - 5x + 7 (7) 

Esto proporciona una prueba de la division, de la misma manera como se describio arriba 
para revisar la divisidn de dos enteros positivos. 


ALG0RITM0 DE DIVISION PARA P0LIN0MI0S 

En general, cuando dividimos un entero positivo p porun entero positivo s, obtenemos un 
unico cociente q y residuo r que satisfacen 

p = sq + r 

donde 0sr<j.Un resultado analogo, llamado algoritmo de division para polinomios 
se enuncia como sigue. 

TEOREMA 1 — 

El algoritmo de dlvisidn para polinomios 

Sean f(x) y g(x) polinomios con #(x) 5*0. Entonces existen polinomios unicos q(x) y 
r(x) tales que 

f(x) = g(x)q(x) + r(x) 

donde r(x) es 0, o tiene un grado menor al grado de g(x). 
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Llamamos a fix) el dividendo, a g(x) el divisor, a q(x) el cociente, y a r(x) el residuo. 
Cuando r(x) = 0, entonces fix) = g(x)q(x) y g(x) es un factor de fix). En este caso, se dice 
que f(x) es divisible por. gix). 

EJEMPLO 1_ 

Si identificamos 


fix) = 3x 3 - x 2 - 2x + 6 y g(x) = x 2 + 1 
podemos concluir, segun la division ilustrada arriba, que 

qix) = 3jc - 1 y r(x) = —5x + 7 
Observe que (7) tiene la forma fix) = g(x)q(x) + r(x). 

EJEMPLO 2_ 

Divida el polinomio f(x) = x 4 — 2X 2 — 8 por el polinomio g(x) = x 2 + 2. 

Solucion. El polinomio x 4 - 2xf - 8 es divisible por x 2 + 2 ya que r(x) = 0: 

x 2 - 4 _ 

x 2 + 2)x 4 - lx 2 - 8 
x 4 + 2x 2 
- 4x 2 - 8 
T 4x 2 - 8 
0 

Esto es, x 2 + 2 es un factor de x 4 — 2x 2 — 8: 

x 4 - 2x 2 - 8 = (x 2 - 4)(x 2 + 2) 

Si el divisor g(x) en el teorema 1 es un polimonio lineal x - c, se deduce que el residuo 
r(x) debe ser una constante. Por tanto tenemos el siguiente teorema. 

TEOREMA 2 ===^==^^^=^^===^^= 

Sea fix) un polinomio de grado n > 0 y sea c un numero real. Entonces, existe un 
polinomio unico q(x) de grado n - 1 y un numero real unico r tales que 

fix) = (x - c)q(x) + r 


EJEMPLO 3 

Divida el polinomio /(x) = x 3 — 4x + 7 por g(x) = x + 1. 

Soluci6n. Por medio de una division larga en la que se escriben los productos parciales, te¬ 
nemos 

x 2 — x — 3 
x + l)x 3 + Ox 2 — 4x + 7 
x 3 + x 2 

- x 2 - 4x + 7 


- 3x + 7 

— 3x — 3 

10 
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Por tanto en el teorama 2 identificamos q(x) = x 2 — x — 3yr = 10, y escribimos 
x 3 - 4x + 7 = (x + l)(x 2 - x - 3) + 10 


DIVISION SINTETICA 

La division por un polinomio lineal de la.forma x — c para cualquier numero real c, puede 
simplificarse utilizando la t6cnica llamada divisidn sintltica. Por ejemplo, en la division 


4x 2 — 3 x + 7 



® Residuo 


( 8 ) 


Podemos hacer algunas observaciones: 

• Debajo del signo de division, cada columna contiene terminos del mismo grado. 

• Cada rectangulo contiene tOrminos idOnticos. 

• Los coeficientes del cociente y el residuo constante se encierran en un cfrculo. 

• Cada linea marcada con (—) se resta de la linea anterior. 

Si borramos las variables y las repeticiones observadas en (8), tenemos 


x - 2 


-2)0 -11 13 —5 

_ a 't- -1 



© I 

(~) -14 


Residuo 


( 9 ) 


Como lo indican las flechas en (9), esto puede escribirse en forma mas compacta asi: 


2)© -11 13 


(-) 


-8 


r5 © 


-5 

-14 

(5) Residuo 


( 10 ) 


Si bajamos el coeficiente 4, como lo indica la flecha en (10), entonces los coeficientes del 
cociente y el residuo est£n sobre una linea. 


—2)4 —11 13 —5 Primera fila 

(~) —8 6 —14 Segunda fila ( 11 ) 

© Q © I® Tercera fila 

Ahora observamos que cada numero de la segunda fila de (11) puede hallarse multiplicando 
el numero de la tercera fila de la columna anterior por — 2; y que cada numero de la tercera 
fila se obtiene restando cada numero de la segunda fila del correspondiente numero en la 
primera fila. 
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Finalmente podemos evitar la resta en (11) multiplicando por + 2 (el luverso aditivo 
de — 2) y sumdndole la segunda fila a la primera. Esto se ilustra a continuation. 


Divisor: 


Coeficientes del dividendo f(x) = 4x* — llx 2 + 13* — 5 

_A- ■ 

Primera fila 

8 —6 14 Segunda fila 


jc — 2 _2j 4-11 13-5 


(+) 




Tercera fila 


Coeficientes del cociente q(x) = 4x 2 - 3* + 7 


( 12 ) 


El procedimiento de la division sintetica para dividir /(jc), un polinomio de grado n > 
0, por jc — c se sintetiza como sigue: 



EJEMPLO 4- 

Utilice la division sintetica para dividir: 

(a) /(jc) = 2a 3 - 4jc + 7 por g(x) = x - 3 

(b) /(jc) = 6jc 4 + 3JC 3 - 2jc 2 - 5jc - 2 por g(x) = x + i 

Solucion 


(a) Debemos escribir todos los coeficientes de /(jc) , incluyendo los coeficientes cero. Aquf 
tenemos c = 3. 


_3j 2 0 -4 
6 18 

2 6 14 


7 

42_ 

49 = r 


El cociente es entonces q(x) = lx 2 + 6x + 14, y el residuo es r — 49. 


(b) Para poner x + | de la forma x - c, escribimos x — (—4) e identificamos c = —4. 
Tenemos entonces 




El cociente es q(x) = fyc 3 — 2r - 4, y el residuo es r = 0. Observe que x + 4 es un factor de 
6x 4 + 3JC 3 - 2r 2 - 5x - 2. 
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EJERCICIO 4.2 


Ed los problemas 1 al 12, utilice la divisi6n larga para dividir 
f(x) por g(x). Escriba las respuestas en la forma = gix)q(x) 
+ r(x). 

1. f(x) = X 2 + 4x - 7; #(a) = X + 8 
•2. f{x) = x 2 + 2x-3; g(x) = x 2 + 1 

3. fix) = 5a 3 - lx 2 + 4x + 1; 

g(x) = X 2 + X - 1 

4. fix) = 14a 3 - 12x 2 + 6; 
gix) = x 2 - 1 

5. fix) = lx 3 + 4x 2 - 3x + 5; 
gix) = ix - 2) 2 

6. fix) = x 3 + x 2 + x + 1; 
g(x) = (2a - 1 ) 2 

7. fix) = 2/a 3 + A - 2; 
g(x) = 3a 2 - A 

8- fix) = a 4 + 8; gix) = A 3 + 2a - 1 

9- fix) = 3a 4 + a + 7; #(a) = a - 2 

10. fix) = a 4 - 4a 2 - 2; gix) = a + 5 

11. fix) = 6a 5 + 4a 4 + a 3 ; gix) = x - J 

12. fix) = 5a 6 - a 5 + 10a 4 + 3a 2 - 2a + 4; 
gix) = A - 1 

En (os problemas 13 al 28, utilice la division sintetica para divi¬ 
dir Fix) por gix). Identifique el cociente gix) y el residuo r. 

13. fix) = lx 1 - a + 5; gix) = x - 2 

14. fix) = 4a 2 - 8a + 6; #(a) = a - i 

15. fix) = a 3 + 9a - l; #(a) = a + 1 


16. fix) = x 3 - 125; #(a) = a - 5 

17. fix) = a 3 - a 2 + 2; gix) = a + 3 

18. fix) = 4a 3 - 3a 2 + 2a + 4; #(a) = a - 7 

19. fix) = 14a 3 - a; gix) = x - 1 

20. fix) = a 3 - a + 1; g(A) = a + 6 

21. fix) = a 4 + 16; gix) = a - 2 

22. fix) = 4a 4 + 3a 3 - a 2 - 5a - 6; 
gix) = a + 3 

23. fix) = a 5 + 56a 2 - 4; $(a) = a + 4 

24. fix) = 2a 6 + 3a 3 - 4a 2 - 1; 
g(A) = a + 1 

25. fix) = 4a 3 - 2a 2 + 3a + 2; gix) = 2a + 1 

26. fix) = 6a 3 - 2a; g(A) = 3a - 1 

27. /(a) = a 3 - (2 + V3)a 2 + 3V3x - 3; 

' g(x) = A - V3 

28. /(A) = A* - 3 8 ; gix) = X - 3 

En los problemas 29 y 30, utilice la divisi6n larga para hallar un 
valor de A: tal que F(x) sea divisible por gix). 

29. fix) = a 4 + a 3 + 3a 2 + kx - 4; $(a) = a 2 - 1 

30. fix) = a 5 - 3a 4 + 7a 3 + Jb 2 + 9a - 5; gix) = a 2 - a + 1 

En los problemas 31 y 32, utilice la division sintltica para hallar 
un valor de Hr tal que fix) sea divisible por gix). 

31. fix) = fee 4 + 2a 2 + 9 k\ gix) = a - 1 

32. fix) = a 3 + fcr 2 - 2fct + 4; #(a) = a + 2 




Teorema del residuo y teorema del factor 


Hay una relacion entre el residuo r obtenido por la division de un polinomio/(A> por a - c, y 
el valor funcional /(c). 

TEOREMA DEL RESIDUO 

Recordemos del teorema 2 que la division de un polinomio fix) por un polinomio lineal x - c 
da como resultado un residuo constante r. 

fix) = (a - c)qix) + r (13) 

Al determinarse (13) en a = c produce 

/(c) = (c - c)qic) + r = r 

Por tanto, hemos establecido el siguiente resultado, el cual se conoce como teorema del 
residuo. 
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TEOREMA 3 — — — 

Teorema del reslduo 

Cuando un polinomio fix) se divide por x — c, el residuo r es el valor del polinomio en 
x = c, esto es, r = /(c). 


EJEMPLO 1_ 

Determine el residuo cuando/(x) = 4x 3 — x 2 + 4 se divide por x — 2. 

Solucion. Segun el teorema del residuo tenemos 

r = /(2) 

= 4(2) 3 - (2) 2 + 4 = 32 

j. -A- _ 


EJEMPLO 2_ 

Utilice el teorema del residuo para hallar el valor de /( —3) si /(jc) = x 5 — 4.x 3 + 2r — 
10 . 


Solucion. El valor/( —3) es el residuo cuando fix) se divide por x — ( — 3). Utilizando la 
division sintetica tenemos 


-3 1 


1 


0-4 0 2 

-3 9 -15 45 

-3 5 -15 47 


-10 

-141 

-151 = r 


Por tanto, /( —3) — —151. 


Observe que en el ejemplo 2 evitamos calcular las potencias de — 3, utilizando el teore¬ 
ma del residuo para evaluar/( — 3). 


TEOREMA DEL FACTOR 

Decimos que un numero c es un cero o una raiz de un polinomio fix) si/(c) = 0. En este 
caso, r - f(c ) = 0 y se deduce por tanto, segun el teorema 2, que podemos escribir el 
polinomio como 


fix) = (x- c)q(x) (14) 

Por tanto, cuando res una raiz de fix),x — c es un factor. Y viceversa, si* — cesun factor de 
fix), entonces/Or) tiene laformadadaen(14). En este caso, vemosque/(c) = (c — c)q(c) = 
0. Estos resultados se sintetizan en el teorema del factor. 

TEOREMA 4 =' 

Teorema del factor 

Un numero c es una raiz de un polinomio fix) si y sdlo si x — c es un factor de fix). 


EJEMPLO 3_ 

Determine si x + 1 es un factor de fix) = x 4 — 5jc 2 + 6x — 1. 
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Solucibn. Puesto que es fdcil encontrarpotencias de — 1, calculamos/(— 1) directamente: 


/(-1) — (—l) 4 — 5(—l) 2 + 6(—1) — 1 , 

= _n ,» 

Puesto que/(-1) t^O, concluimos, segun el teorema del factor, que x — (— 1) = x+ 1 noes 
un factor de f(x). 


EJEMPLO 4_ 

Determine si x — 2 es un factor de fix) = x 3 — 'ix 2 + 4. 

Solution. Calculamos el valor de f(2) por medio de la division sintetica: 

_2j 1 -3 0 4 

2 -2 -4 

1-1-2 0 = r 

Puesto que r =f(2) = 0, concluimos, segun el teorema del residuo, que 2 es una rai'z d ef(x). 
Por tanto, segun el teorema del factor, x — 2 es un factor de fix). 


EJEMPLO 5 


Considere el polinomio fix) = lx 3 — x 2 + x + 1. Puesto que 


zil 2 -1 1 

-1 1 

2-2 2 


1 

-1 

|0 = r 


se deduce, segun el teorema del residuo, que — { es una rafz de f(x). Por tanto, segun el 
teorema del factor, x - (-i), o x + £, es un factor de f(x): 

fix) = (x + i)q(x) 

Para determinar q(x), podriamos dividir f(x) por x + Sin embargo, segun la division 
sintetica que acabamos de realizar, vemos que q(x) = 2x 2 — 2x + 2. 

Por tanto, 

f(x) = (x + £)(2x 2 - 2x + 2) 

= (x+ m)(x 2 - x + 1) 

= (2jc + 1)(jc 2 - jc + 1) 


El siguiente teorema nos permite utilizar la formula cuadratica para factorizar cual- 
quier polinomio cuadratico que tenga rafces reales. 

TEOREMA 5 - - 

Cualquier polinomio cuadratico f(x) = ax 1 + bx + c, con a, by c numeros reales, para 
los cuales b 2 - 4ac S: 0, puede factorizarse como 

f(x) = a(x - r,)(x - r 2 ) 

, —b + V'b 2 - 4 ac —b — Vfr 2 — 4 ac 

donde n =- y r 2 -- 

2 a 2 a 
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Este teorema puede verificarse por medio de la multiplicacion directa. 

EJEMPLO 6_ 

Factorice el polinomio cuadratico fix) = lx 1 — 4x — 1. 

Solucion. Segun la formula cuadratica, se encuentra que las rafces reales de fix) son 

1 + iV6 y 1 —■ iV6 
Se deduce por el teorema 5 que 

fix) = 2[x - (1 + iV6)][* - (1 - iV6)] 

= 2{x - 1 - }V6)(jc - 1 + iV6) 


EJERCICIO 4.3 


En los problemas 1 al 6, utilice el teorema del residuo para 
hallar r cuando fix) se divide por el polinomio lineal dado. 

1. fix) = 2x 2 - 4x + 6; x - 2 

2. fix) = 3x 2 + lx — 1 ; x + 3 

3. fix) = x 3 - 4x 2 + 5x + 2; x - i 

4. fix) = 5X 3 + x 2 - 4x - 6; x + 1 

J^fix) = x 4 - x 3 + 2x 2 + 3x - 5; x - 3 

6. fix) =? 2x 4 - lx 2 + x - 1; x + 1 

En los problemas 7 al 16, utilice el teorema del residuo para 
hallar el valor /(c). 

7. fix) = 4x 2 - lOx + 6; c = 2 

8. fix) = 6x 2 + 4x — 2; c = i 

9. fix) = x 3 + 3x 2 + 6x + 6; c = — 5 

10. fix) = 15X 3 + 17x 2 - 30; c = * 

11. fix) = 4x 2 - 2x + 9; c = -3 

12. fix) = 3x 4 - 5x 2 + 27; c = i 

13. fix) = 14x 4 - 60X 3 + 49x 2 - 21x + 19; c = 1 

14. fix) = 3X 5 + x 2 - 16; c = —2 

15. /(x) = 2x 6 - 3X 5 + x 4 - 2x + 1; c = 4 

16. fix) = x 7 — 3X 5 + 2X 3 — x + 10; c = 5 

En los problemas 17 al 26, determine si el polinomio lineal dado 
es un factor de fix). 

17. fix) = 2x 2 + 6x - 25; x - 5 

18. fix) = 10x 2 - 27x + 11; x + i 

19. fix) = 3X 3 — 3x 2 + 8x — 2; x — i 

20. fix) = x 3 - 6x 2 - 16x + 48; x - 2 

21. /(x) = 4X 3 + 2x 2 + 6x - 8; x - i 

22. fix) = 2X 3 - 4x + 7; x + 1 

23. /(x) = 2x 4 - x 3 - 2x 2 + 4x - 3; x + i 

24. /(x) = x 4 - 3X 3 + 6x 2 - 12x + 8; x - 1 

25. /(x) = 5X 5 - x 4 - lOx 3 + 2x 2 + 5x - 1; x - 0.2 

26. fix) = x 5 - 2x 4 + 4x 2 - x + 2; x + 2 


En los problemas 27 al 32, factorice el polinomio cuadratico 
dado. 

27. fix) = x 2 - x - 1 

28. fix) = x 2 - 2V3x + 2 

29. fix) = 3x 2 + 2x - 1 

30. /(x) = 3x 2 - 5x + 1 

31. fix) = 2x 2 + 4x - 3 

32. fix) = — 5x 2 + x + 6 

33. Halle un polinomio de tercer grado cuyas rafces sean 1, -1 y 

2. 

34. Halle un polinomio de cuaito grado cuyas rafces sean -1/2, 
1/2, 2 y -5. 

35. Demuestrequex + 1 esunfactorde/(x) = x 3 + 4X 2 —7x—10. 
Factorice fix) en factores lineales. 

36. Demuestre que x — 4 es un factor de fix) = x 3 — 18x + 8. 
Factorice fix) en factores lineales. 

37. Halle un valor de k tal que x - 2 sea un factor de fix) = 
2X 2 + kx - 3. 

38. Halle un valor k tal que x + 1 sea un factor de fix) = 
x 3 -2 kx 2 + x — 7. 

39. Halle un valor de it tal que el residuo en la divisi6n de 3X 2 - 4 kx 
+ 1 por x + 3 sea r = — 20. 

40. Halle el valorises) de it tal(es) que el residuo en la divisidn de 
x 3 -k 2 x + 4 por x — 1 sea r = 1. 

41. Cuando fix) = x 2 - 3x - 1 se divide por x - c, el residuo es 
r = 3. Determine c. 

42. Exprese el polinomio fix) — x" — 1 de la forma fix) = 
(x - c)qix). 

43. Determine los valores del entero positivo n, tales que x" + c" 
sea divisible por x + c. 

44. Suponga que 

fix) = 36x 98 - 4QX 25 + 18x 14 - 3x 7 + 4Gx 4 + 5x 2 - x + 2 
se divide por x — 1. /.Cual es el residuo? 


www.elsolucionario.net 



202 


Algebra ytrigonometria 


4 

■ "fir Raices reales de los polinomios 

En esta secci6n examinamos alguras tecnicas especiales para hallar raices reales de una 
fiincion polinomial de grado mayor que 2. 

MULTIPLICIDAD DE LAS RAICES 

El polinomio f(x) = x 4 + 2x 3 - 12x 2 + 14x — 5 puede factorizarse corao 

f(x) = (x - l) 3 (x + 5) 

Por tanto,/(x) tiene 4 factores lineales pero solo dos raices distintas. Decimos que 1 es una 
raiz de multiplicidad 3 y que n— 5 es una rafz de multiplicidad 1. Si (x - c) k es factor de un 
polinomio/(x) y (x — c) k + 1 no es factor para k, un entero positivo, entonces se dice que c es 

una raiz de multiplicidad k de fix). 

EJEMPLO 1_ 

Puesto que f(x) = x 2 + 4x + 4 = (x + 2) 2 , se deduce que — 2 es una raiz de multiplicidad dos 
de/(oc). 



NUMERO DE RAICES 

Suponga que un polinomio fix) de grado n tiene m (no necesariamente diferentes) raices 
reales C \ , c 2 , ... , c„. Entonces, segun el teorema del factor, (x - Cj), (x — c 2 ),.. . , (x — c m ) 
son, cada uno de ellos, factores de fix); esto es, 

fix) = (x - c,)(x - c 2 ) ■ • ■ (x - c m )q(x) 

para algun polinomio q(x). Por consiguiente, el grado n de f(x), debe ser mayor o igual que 
m, el numero total de raices reales cuando cada una se cuenta segun su multiplicidad. 

TEOREMA 6 , - 

Un polinomio fix) de grado n > 0 tiene a lo sumo n raices reales (no necesariamente 
diferentes). 


EJEMPLO 2_ 

(a) El polinomio de grado 4 

fix) = x 4 - lOx 3 + 35x 2 - 50x + 24 
= (x - l)(x - 2)(x - 3)(x - 4) 

tiene 4 raices reales distintas, cada una de multiplicidad 1. 

(b) El polinomio de cuarto grado 
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f(x) = x 4 — 4X 3 + 6x 2 - 4jc + 1 = (x - l) 4 

tiene una sola raiz real de multiplicidad 4. 

(c) El polinomio de cuarto grado 

f(x) = x 4 - 1 = (x - l)(jt + 1)(* 2 + 1) 
tiene dos rafces reales diferentes, de multiplicidad 1. 


Sea f(x) un polinomio que tiene coeficientes reales y se organiza en potencias descen- 
dentes de x. A partir de esta forma es posible determinar el numero maximo de rafces positi- 
vas y el numero maximo de rafces negativas, examinando las variaciones de signo en fix). 
Una variacidn de signo se da cuando dos tdrminos consecutivos tienen signos opuestos. Por 
ejemplo, en el polinomio 


fix) = 9x 6 - lx 4 - 8jc 3 + 2x - 14 

l_ 1 l _ 1 1_ 

Cambio Cambio Cambio 

de de de 

signo signo signo 

hay 3 variaciones de signo. Enunciamos la siguiente regia sin prueba. 



EJEMPLO 3_ 

Suponga que un polinomio fix) tiene 5 variaciones de signo. La regia de Descartes estipula 
que el numero de rafces positivas de fix) es 5,3 6 1. Por consiguiente, el numero maximo de 
rafces positivas es 5. 


EJEMPLO 4_ 

El polinomio 

fix) =H-j c 3 - 3x - 1 

i_t 

Cambio 
de signo 

tiene una variacion de signo. Segun la regia de Descartes concluimos que fix) tiene una rafz 
positiva. (Observe que el numero 1 reducido por un entero par es negativo y no podemos 
tener un numero negativo de rafces). Ahora, la inspeccidn de 

fi-x) = -x 3 + 3x - 1 

l_ f l_ 1. 

Cambio Cambio 
de signo de signo 
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revela dos variaciones de signo. Por tanto, /(*) tiene dos o ninguna rafz negativa. 


Puesto que el polinomio 


fix) = x 2 ~ 10* + 25 

tiene dos variaciones de signo, sabemos por la regia de Descartes que fix) tiene o dos, o 
ninguna rafz positiva. Pero segun 

fix) = * 2 - 10* + 25 = (* - 5) 2 

vemos que 5 es una rafz positiva de multiplicidad 2. Esto nos lleva a un punto importante: en 
la aplicacion de la regia de Descartes, debemos contar una rafz de multiplicidad k como k 
ceros. 

CEROS RACIONALES 

Hemos visto que la division sint6tica es util para determinar si un numero dado es una rafz de 
un polinomio fix) . Cuando el residuo en la division de fix) por * - c es r = 0, hemos hallado 
una rafz del polinomio, puesto que r =fic) = 0. Porejemplo, | esuncerode fix) = 18* 3 — 
15* 2 + 14* - 8, puesto que 


U 18 -15 14 

12 -2 

18 -3 12 


-8 

_ 8 

10 = r 


Por la divisi6n sintdtica, sabemos que el cociente es qix) = 18* 2 — 3* + 12 y, por tanto, 


fix) = (* - $)(18* 2 - 3* + 12) 

= (* - $)(3)(6* 2 - * + 4) 

= (3* - 2)(6* 2 - * + 4) (15) 

En la multiplicacion indicada en (15), el coeficiente principal 18 y el tdrmino constante — 8 
de ffx) se obtienen de los productos 

-8 

'f I ^ 

(3* - 2)(6* 2 - * + 4) 

t_t 

18 

Vemos por tanto, que el denominador 3 de la rafz racional § es un factor del coeficiente 
principal de/(*), y el numerador 2 de la rafz es un /actordel termino constante de/(*). 

Este ejemplo ilustra un principio general, dado en el teorema siguiente, para determi¬ 
nar las rafces racionales de un polinomio. 

TEOREMA 7 - 

Sea p/s un numero racional con p y s primos entre sf (sin factores comunes excepto 1 y 
- 1) y una rafz del polinomio 

fix) = a„x n + a„-ix n ~ 1 + •• • + ai* + oo 

donde loscoeficientesa,-, i = 0, 1,..., n, son entcroscona„^='0. Entonces,pesun factor 
de a 0 y s es un factor de a„. 
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Observe que el teorema 7 no asevera que un polinomio deba tener raices racionales; 
mas bien afirma que si un polinomio con coeficientes enteros tiene una raiz racional p/s 
entonces: 

p es un factor entero de ao, y 
s es un factor entero de a n . 

Formando todas las posibles razones de cada factor de a 0 con cada factor de a„, podemos 
construir una lista de todas las raices racionales posibles. 


EJEMPLO 5_ 

Halle todas las raices racionales de 

fix) = 3;t 4 — IOjc 3 — 3jc 2 -t- — 2 

Solucion. Identificamos a 0 = - 2 y a„ = 3 y enumeramos todos los factores de a (t y a n 
respectivamente: 

p: ±1, ±2 
±1, ±3 


Segun el teorema 7, las raices racionales posibles de fix) son 


P_. 

s 



3 ’ 


- 2 , 2 , 


2 2 
3 ’ 3 


De estas 8 posibilidades, a lo sumo 4 pueden ser raices segun el teorema 6, ya que/(jc) es de 
cuarto grado. Ademas, la regia de Descartes senalaque hay 3 raices o una raiz positiva y una 
raiz negativa*. 


Para determinar cuales de estos numeros son raices, podriamos utilizar la sustitucion 
directa. La division sintetica, sin embargo, es usualmente mas efectiva. Puesto que hay una 
raiz negativa comenzamos por probar — 1: 

-1 | 3 -10 -3 8 -2 

-3 13 -10 2 

3 -13 10 -2 1 0 = r 

Por tanto, — 1 es una raiz de f(x). Ademas, la division sintetica produce los coeficientes 
del cociente en la division de/(jc) por x — (— 1) = x 4- 1. Por consiguiente tenemos la 
factorizacion 

fix) = (jc + 1)(3jc 3 - 13* 2 + IOjc - 2) 

Ahora cualquier otra raiz racional debe ser una raiz del factor 3 x 3 — 1 3X 2 + \0x — 2. Puesto 
que el polinomio es de grado menor, sera mas facil utilizar la division sintetica en esteen 
vez de en fix) para probar la siguiente raiz racional posible. Ya hemos encontrado la linica 
raiz negativa, por tanto empezamos por probar los numeros positivos en la lista: 


Jj 3 -13 

10 

-2 

3 

-10 

_0 

3 -10 

0 

1 -2 = 


* Tenga en cuenta lo que la regia enuncia: hay al menos una rai'z positiva y exactamente una raiz negativa. Por 
supuesto, estos podrian ser numeros irracionales, y por tanto, no estar en la lista de las posibles raices racionales. 
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Encontramos que 1 no es una rafz racional. Probando 4, tenemos 

JJ 3 -13 10 -2 

1 -4 2 

3-12 6 | 0 = r 

Por consiguiente, | es un cero, y tenemos ahora la factorization 

/(*) = (x + l)(x - J)(3* 2 - 12* + 6) 

= ix + 1)(* - 4)(3)(x 2 - 4x + 2) 

= (* + 1)(3jc - l)(x 2 - 4x + 2) 

Puesto que el factor* 2 - 4x + 2 es cuadratico, las rai'ces restantes, 2 + V2"y 2 - V2, se 
determinan facilmente a partir de la formula cuadratica. Por tanto, el polinomio tiene dos 
rai'ces racionales — 1 y 4, y dos rafces irracionales. 


EJEMPLO 6_ 

Las rai'ces racionales posibles de 

fix) = x 4 + 4x 3 + 5x 2 + 4x + 4 

son — 1, 1, —2,2, -4 y 4. Sin embargo, puesto que no hay variaciones de signo en/(x), 
sabemos por la regia de Descartes que no hay rafces positivas. Eliminamos entonces 1,2, y 
4 de la lista de posibilidades. Ahora hay cuatro variaciones de signo en 

/(-*) = x 4 - 4x 3 + 5x 2 - 4x + 4 

entonces hay 4, 2, o ninguna rafz negativa. Probando —1 con la division sintetica se de- 
muestra que no es una raiz. Probando —2, encontramos 

-2 1 4 5 4 4 

-2 -4 -2 -4 

12 12 j0 = r 

y entonces — 2 es una rafz. Vemos por el termino constante de q(x) = x 3 4- 2x 2 + x + 2 que 
-2 puede tambien ser una rafz de este cociente. Procediendo, encontramos 

-2 1212 
-2 0 -2 
1 0 1 \0 = r 

Puesto que el nuevo cociente x 2 + 1 no tiene rafces reales, concluimos que — 2 es una rafz de 
fix) de multiplicidad 2 y que fix) = (x + 2) 2 (x 2 + 1). 


EJEMPLO 7_ 

El polinomio 

fix) = 12x 4 - 3* 3 + 17x 2 - 2x + 6 


tiene 24 rafces racionales posibles: 


P_. 

s 


1 1 

-1,1,-2,2,-3,3,-6,6,--,- 


1 1 

2 ’ 2 ’ 


l_ J_ _ 2_ 2 
3 ’ 3 ’ 3 ’ 3 ’ 
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J_ _ 3 3 _]_ J_ _J_ 1 

4’ 4’ 4’ 4’ _ 6’’ _ 72’"l2 

Si examinamos las variaciones de signo para/(x) y fi~x), la regia de Descartes seiiala que 
hay 4, 2 o ninguna raiz positiva y que no hay rai'ces negativas. Por tanto, podemos eliminar 
los numeros negativos de la lista anterior. Ahora, se puede verificar por medio de la division 
sintetica que ninguno de los numeros racionales positivos restantes es una raiz de/(jt). En 
consecuencia, el polinomio no tiene rai'ces racionales. 


EJEMPLO 8_ 

Halle todos los factores de 

f(x) = 4x 3 - 5x - 2 

Solucion. Puesto que a 0 = -2 y a n = 4, 

p: ±1, ±2 

s: ±1, ±2, ±4 


Las rai'ces racionales posibles son 


P_. 

s 


- 1 , 1 , 



2 ’ 


i_ j_ 
4 ’ 4 


Segun la regia de Descartes, hay una raiz positiva y dos o ninguna raiz negativa. Usando la 
division sintetica para revisar la lista, encontramos finalmente 


zil 4 0-5 

-2 1 

4 -2 -4 



r 


Entonces, — £ es una raiz racional; de hecho, se encuentra que es la unica raiz racional de 
f(x). Sin embargo, tenemos ahora la factorizacion 

f(x) = (x- (— i))(4x 2 - 2* — 4) 

= (x + i)(2)(2x 2 -x-2) 

= (2x+ l)(2x 2 -x-2) 

Segun la formula cuadratica, encontramos que las rai'ces de2x 2 — x - 2 son los numeros 
irracionales (1 + vT7)/4 y (1 - VT7)/4. Segun el teorema 5 se deduce que 


, ( i + Vm/ l-Vm 

2x 2 -x-2 = 2[x -- —) 

Por tanto, tenemos 

( 1 + Vl7\/ 1 — Vl7\ 

fix) = 2(2x + D[x - ~ T —){x - —) 


La teoria de las rai'ces de polinomios tiene muchas aplicaciones en la soluci6n de ecua- 
ciones y en la graficacion de funciones polinomiales. 
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EJEMPLO 9- 

Halle las soluciones reales de ix 3 + 4x 2 + 4x = — 1. 


Solucl6n. Hallar las soluciones reales de esta ecuacidn equivale a hallar las rafces reales del 
polinomio f(x) = 3.x 3 + 4X 2 + 4x + 1. Las rafces racionales posibles son —1,1, —i, y i- 
Yaque no hay variaciones de signo en f(x), podemos descartar los numeros positivos 1 y 4- 
Entonces, probamos s61o — 1 y —$ por rriedio de la division sint^tica 


Zll 3 


3 


4 4 

-3 -1 

1 3 


1 

_-3 

-2 = r 


niJ 3 4 4 1 

-1 -1 -1 

3 3 3 10 = r 


Por tanto, — J es la unica rafz racional de fix), y tenemos la factorizacion 
f(x) = (x + i)(3* 2 + 3* + 3) 

= Ox + l)(x 2 + x + 1) 

Segun la formula cuadratica, encontramos que x 1 + x + 1 no tiene rafces reales. Porconsi- 
guiente, —4 es la unica solucion real de la ecuacion dada. 


EJEMPLO 10_ 

Explique por que las graficas de 

fix) = 4xf + 6x-3 y g(x) = 3x 3 - 6x 2 + 1 

pueden intersecarse en maximo 3 puntos. 

Solucion. La coordenada en x de cualquier punto del intersecto de las graficas de f(x) y 
g(x) es una solucion de 


4x 3 + 6x - 3 = 3x 3 - 6x 2 + 1 

o x 3 + 6x 2 + 6x - 4 = 0 (16) 

Puesto que segun el teorema 6 el polinomio cubico x 3 + 6x 2 + 6x — 4 tiene a lo sumo 3 
rafces reales, hay maximo 3 soluciones para (16). Por tanto, las graficas de f(x) y g(x) 
pueden intersecarse en maximo 3 puntos. 


LOCALIZACION DE RAICES REALES 

Sea f(x) un polinomio de grado n con coeficientes reales. Si e.',, c 2 , ..., <: m , m < n, denotan 
numeros reales tales que/(c,) = 0, i = 1 , 2 , ..., m, entonces existen numeros reales ay b 
tales que a<c h <b,i = 1,2, .... m. A! numero a se le llama cota inferior para las rafces 
de fix) y a b se le llama cota superior para las rafces. En otras palabras, ay b son numeros 
que determinan un intervalo [a, b] en el cual se encuentran todas las rafces reales de/Cr). Las 
cotas para las rafces reales no son unicas; cualquier numero que sea menor o igual a la rafz 
menor es una cota inferior para las rafces, y cualquiernumzxo que sea mayor o igual a la rafz 
mayor es una cota superior. 

La siguiente regia, la cual presentamos sin demostracion, utiliza la division sintetica 
para hallarle cotas a las rafces de un polinomio. 
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EJEMPLO 11_ 

Halle cotas superiores e inferiores para las rai'ces reales de /( jc) = .c 4 + x 3 — 1. 

Solucion. Puesto que hay una variacion de signo en/U) y una variacion de signo en /(- jc) , 
la regia de Descartes senala que el polinomio dado tiene una rafz positiva y una negativa. 
Para aplicar la regia de las cotas arriba mencionada, escogemos k por ensayo y error. 

Si k = 1, entonces la division sintetica 

Jj 1 100-1 

12 2 2 

Numeros ~jz^> 1 2 2 2 1 

no negativosl 


demuestra que I es una cota superior para las rafces de /(jc). Ahora, si escogemos k = 2 de 
modo que —k = —2, entonces se deduce de 


-2 


Numeros altemados 
en signo 


1 10 0-1 
-22-4 8 

1-12-4 7 


que -2 es una cota inferior para las rafces de /(jc). Portanto las rafces reales del polinomio 
deben estar en el intervalo [ — 2, 1]. 


EJEMPLO 12_ 

Por la regia de Descartes, sabemos que el polinomio 

/(jc) = jc 4 + 3jc 3 — IOjc 2 — 8x — 6 

\ 

tiene rafces reales. Observe que en la division 

-51 1 3 -10 -8 -6 

-5 10 0 40 

1 -2 0 -8 34 

podemos considerar el 0 de la tercera fila como +0. Puesto que los numeros de la tercera 
fila son altemadamente positivos y negativos, concluimos que — 5 es una cota inferior para 
las rafces reales de /(jc). 


Habra notado que no hemos dado un mdtodo general para hallar las rafces irracionales 
de un polinomio. De hecho, usualmente es imposible determinar con exactitud todas las 
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raices irracionales. Sin embargo, hay tecnicas numericas para hallar aproximaciones deci¬ 
mates de estas raices. Una de estas tecnicas se analiza en la section 4.7. 


EJERCICIO 4.4 


En las problemas 1 al 10, utilice la regia de I os signos de 
Descartes para determinar los posibles numeros de las raices 
positivas y negativas del polinomio dado. 

1. f{x) = 8a 2 + 2c - 3 

2. fix) = x 2 + Ax + 4 

3. fix) = 7x x — 6x 2 + x — 5 

4. fix) = 10a 3 — 8a — 2 

5. fix) = a 3 + 4x 2 + 6x + 1 

6. fix) = x 3 - 2 

7. fix) = -x 4 + 8a 3 - 5x - 9 

JL fix) = jc 5 — 12jc 4 + 2x 2 + 7 a: - 16 
9. fix) = a 3 +a 4 + a 3 -a 2 -a-I- 1 

10. fix) = 3jt 6 + 5a 3 + a + 8 

En los problemas 11 al 26, halle todas las raices racionales del 
pc '-'omio dado. 

11. fix) = ja 3 — 3a 2 + 8a + 4 

12. fix) = 2jc 3 + 3jc 2 - x + 2 

13. fix) = v 3 — 8 jc — 3 

14. fix) = 8a 4 - ?,r f 15 a 2 - 4x - 2 

.... '(x) = a 4 + 2a + 10a ; 14a + 21 

16. f{x) = 3- 4 + 5a 2 + 1 

17. fix) = 6a 4 - 5a 3 - 2a 2 - 8a + 3 

18. fix) = a 4 + 2r 3 - 2, 2 - 6a - 3 

19. fix) = a 4 + 6a 3 - 7a 

20. fix) = x 5 - 2a 2 - 12a 

2JU fix) = x 5 + A 4 - 5a 3 + a 2 - 6a 

22. fix) = 128a 6 - 2 

23. fix) = lx 3 - lx 2 + ¥a - 3 

24. fix) = 0.2a 3 - a + 0.8 

25. fix) = 2.5a 3 + a 2 + 0.6a + 0.1 

26. fix) = x 4 + ix 3 + ix 2 - ix ~ i 

En los problemas 27 al 42, halle todas las raices reales del poli¬ 
nomio dado. 

27. f(x) = a 3 - 3a 2 + 4 

28. fix) = 6a 3 - 4a 2 - 5a - 1 

29. fix) = 4x 3 + 5x 2 - 8a - 10 

30. fix) = 12a 3 - 20a 2 - 33a + 20 

31. fix) = 16a 4 - 8a 2 + 1 

32. fix) = 4a 4 - 8a 3 + 3a 2 + 2a - 1 

33. fix) = 8a 3 + 5a 2 — 1 1a + 3 

34. fix) = 6a 3 + 23a 2 + 3a - 14 

35. fix) = 10a 4 - 33a 3 + 66a - 40 

36. fix) = a 4 - 2a 3 - 23a 2 + 24a + 144 

37. fix) = x 5 + 4x 4 - 6a 3 - 24a 2 + 5a + 20 

38^/(a) = 18a 3 + 75a 4 + 47a 3 - 52a 2 - 1 1a + 3 
39. fix) = (a 4 + 11a 3 - 3a 2 - 2a 


40. fix) = a 6 - 12a 4 + 48a 2 - 64 

41. fix) = 0.9a 3 + 4.2a 2 - 3.5a - 10 

42. fix) = 0.5a 3 + a 4 - 2a 3 - 4a 2 

En los problemas 43 al 48, halle todas las soluciones racionales 
de la ecuacion dada. 

43. 2a 3 + 3a 2 + 5a + 2 = 0 

44. 8a 4 - 6a 3 - 7a 2 + 6a - 1 = 0 

45. 2a 4 + 7a 3 - 8a 2 - 25a - 6 = 0 

46. 9a 4 + 21a 3 + 22a 2 + 2a - 4 = 0 

47. a 4 + 2a 3 + 3a 2 + 3a + 1 = 0 

48. a 3 - 2a 4 + 2a 3 - 4a 2 + 5a - 2 = 0 

En los problemas 49 al 58, halle las cotas superior e inferior 
para las raices reales del polinomio dado. 

49. fix) = 7a 3 - 4a 2 - 2a + 1 

50. fix) = 2a 3 - 4a 2 + 6a + 6 

51. fix) = a 3 - a 2 + 3a - 7 

52. fix) = a 3 + a 2 + a + 4 

53. fix) = a 4 - 5a 2 - 13 

54. fix) = 2x 4 - 7a 3 - lx 2 - 9a 

55. fix) = 2a 4 - 1 1a 3 + 2a 2 - 13a + 11 

56. fix) = 3a 4 - 3a 3 - 15a 2 + 9a + 6 

57. fix) = 3a 3 + 2a 2 + 5a - 17 

58. fix) = a 6 - 10a 4 - a 2 + 10 

59. Si cl coeficiente principal de un polinomio con coeficientes 
enteros es 1, ( ,qu£ puede decirse sobre las posibles raices ra¬ 
cionales? 

60. Si k es un numero primo* tal que k > 2, ^cuales son las posi¬ 
bles raices racionales de 

fix) = 6a 4 - 9a 2 + k7 

61. i, Para que valor de k sera 3 una raiz de 

- fix) = 2a 3 - 2a 2 + *? 

62. i ,Pueden hallarse valores reales de k tales que 1 sea una raiz de 

fix) = 4a 3 - 2k 2 x + kl 

63. Determine los valores de k tales que 1 sea una raiz de 

fix) = a 3 + 5a 2 - * 2 a + k 

64. Enumere, pero no pruebe, todas las raices racionales posibles 
de 

fix) = 24a 3 - 14a 2 + a - 15 


* Un numero primo es un entero positivo mayor que 1, cuyos 6 me os 
factores enteros positivos son el mismo numero y el numero I. Los ente¬ 
ros 2, 3, 5, 7 y 11 son numeros primos, por ejemplo. 
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65. Halle un polinomio cubico fix) con 1 y 2 como rafces, tal que 
/(0) = 1 y/(-l) = 4 

66. Demuestre que V2~es una rafz de f(x) = x 2 — 2. Use el teorema 
7 para probar que VT es irracional. 

67. Demuestre que 1 + VT es irracional. 

68. Demuestre que 1 + V7 es irraciqnal. 

69. Determine el numero maximo de veces que las graficas de 

f(x) = ajx 3 + a 2 x 2 + aix + a 0 
y 

g(x) = biX 2 + b\x + b 0 

pueden intersecarse. 


70. La grafica de un polinomio de grado n(n> 1) con coeficientes 
reales puede intersecar una recta maximo n veces. 

Explique. 

71. Considere el polinomio 

fix) = x n + a n -ix n ~ l H-+ aix + oo 

donde los coeficientesa„_,, a u a 0 sonenteros pares..Expli¬ 
que por que — 1 y 1 no pueden ser rai'ces de fix). 

72. La grafica de un polinomio no tiene rupturas. Suponga que 
fix) es un polinomio y que f(a)f(b) < 0. Explique por que fix) 
tiene una raiz en alguna parte del intervalo (a, b). 


Rai'ces complejas y 
el teorema fundamental del algebra 

En la section anterior nos centramos en el problema de hallar rafces reales de una funcion 
polinomial de grado mayor que 2. En la discusion que sigue, consideramos rai'ces complejas 
de estas funciones. 

EJEMPLO 1_ 

La funcion polinomial/(x) = x 2 + 1 no tiene rai'ces reales, ya que x 2 + 1 > 0 para todos los 
numeros reales. Sin embargo, puesto que el numero complejo i tiene la propiedad de que 
i 2 = — 1, tenemos 



f(i) = i 2 + 1 = -1 + 1 = 0 

y /(-i) = (—t) 2 + l = / 2 + l = -l + l= 0 

Por tan to, fix) tiene dos rai'ces complejas, i y — i. 


Para un polinomio cuadratico/(jc) = ax 2 + bx + c, a, by c constantes reales, sabemos 
que cuando b 2 — 4 ac < 0, la ecuacion cuadratica ax 2 + bx + c = 0 no tiene soluciones 
reales. Sin embargo, cuando b 2 -4 ac < 0, podemos escribir -(b 2 — 4 ac) > 0; por tanto, 

—b ± Vfc 2 - 4ac 

x =- 

2a 

—b ± V— (b 2 — 4 ac)i 
2a 

—b ± V4 ac — b 2 i 
2a 

_ b ^ V4 ac — b 2 . 

2a 2a 


s' 
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En otras palabras, cuando b 2 — 4 ac < 0, las rai'ces de un polinomio cuadratico f(x) = 
ax 2 + bx + c son numeros complejos. 

EJEMPLO 2_ 

Halle las raices de f(x) = x 2 — \2x + 40. 

Solucion. Segun la formula cuadratica obtenemos 

-(-12) ± V(—12) 2 - 4(1)(40) 

x =- 

2 

12 ± 

Esto es, x = - 

2 

_ 12 ± 41 
2 

= 6 ± 2 i 

Por tanto, las rafces de f(x) son 6 + 2/ y 6 — 2i. 


PARES C0NJUGAD0S 

Observe tanto en el ejemplo 1 como en el 2 que las raices complejas del polinomio dado son 
pares conjugados. En otras palabras, una rafz compleja es Iaconjugadade la otra. Esto no es 
coincidencia; las raices complejas de polinomios con coeficientes reales siempre aparecen 
en pares conjugados. Para probar esto, utilizamos los siguientes resultados concemientes a 
los conjugados. 

Si Z| y z 2 son numeros complejos, entonces puede demostrarse que 

z, + z 2 = zi + z 2 y z? = z" (17) 

(Veanse problemas 72 y 74 en el ejercicio 2.4). 

TEOREMA 8 i 

Sea f(x) un polinomio de grado rt > I con coeficientes reales. Si z es una rafz compleja 
de f(x), entonces el conjugado z es tambien una rafz de f(x). 


Prueba: Sea f{x) = a„x n + a n _,*" 1 + + a x x + a 0 , donde los coeficientes 

a,, i = 0, 1, 2, . . . , n, son numeros reales. Por hipotesis, 

a n z n + a„-iz" _1 + ■•• + aiz + ao = 0 
Sacando el conjugado de ambos lados de esta ecuacion da 

a n z n + a„_iz" _1 + ••• + a\z + ao = 0 

Ahora, utilizando(17) y el hecho deque el conjugado de cualquier numero real es el mismo 
numero, obtenemos 

a„z n + a„- l z n ~ x + ••• + a x z + a® = 0 
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Esto significa que f(z) — 0, y por tanto, z es una rafz de fix), siempre que z sea una rafz. 


EJEMPLO 3_ 

Dado que 1 + 2i es una rafz del polinomio cubico 

fix) = x 3 + 2x 2 - 3x + 20, 

se deduce del teorema 8 que 1 — 2i es tambien una rafz. 


EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA 

El siguiente teorema, Ilamado teorema fundamental del algebra, se aplica a polinomios 
con coeficientes reales o complejos. Su demostracion requiere matematica avanzada, y no 
se realizara. 

TEOREMA 9 - ■ ■ - 

El teorema fundamental del algebra 

Un polinomio /( x) de grado n > 0 tiene exactamente n rafces, donde una rafz de 
mulliplicidad k se cuenta k veces. 


Segun el teorema 8, las rafces complejas de un polinomio con coeficientes reales se dan 
en pares conjugados. Por tanto cualquier polinomio de estos debe tener un numero par de 
rafces complejas. Por consiguiente, segun el teorema 9, cualquier polinomio de grado 
impar con coeficientes reales tiene al menos un cero real. Por ejemplo, segun el teorema 
fundamental del algebra, sabemos que un polinomio cubico tiene tres rafces. Estas podrian 
ser 3 numeros reales o un numero real y dos complejos. 

EJEMPLO 4_ 

Halle todas las rafces de 

f(x) = lx 5 + x 4 + lOx 3 + 5x 2 + 8x + 4 

Solucion. Puesto que/(x) es un polinomio de quinto grado, se deduce del analisis anterior 
que existen cinco rafces, y al menos una de ellas es real. Ahora, aplicando el teorema 7, 
vemos que las rafces racionales posibles son ±4, ±2, ± 1, y ± Pero puesto que no hay 
variaciones de signo en f(x), descartamos los numeros positivos de esta lista. Probando el 
resto de numeros negativos por medio de la division sint6tica, encontramos 

-j\ 2 1 10 58 4 

-1 0-5 0 -4 

2 0 10 0 8 |0 = r 

y por tanto —$ es una rafz de f(x). Se deduce del teorema 4 que 

fix) = (x + i)(2x 4 + 10tc 2 + 8) 

= (2x + l)(x 4 + 5x 2 + 4) 

Ahora, se puede verificar facilmente que q(x) = x 4 + 5X 2 + 4 no tiene rafces racionales. 
Entonces, las rafces de q(x) son o irracionales, o complejas. Observando que 

x 4 + 5x 2 + 4 = (x 2 + l)(x 2 + 4) 

vemos que las rafces restantes de /(x) son —i, i, —2/, y 2i. 
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Si un numero real c es rai'z de un polinomio fix), entonces x — c es un factor de f(x). 
Este resultado tambien se aplica para las rafces complejas. El siguiente teorema es una 
extension natural del teorema del factor, y es consecuencia del teorema fundamental del 
algebra. 

TEOREMA 10 1 

Sean c t , c 2 , .... c„ (no necesariamente diferentes) las n rafces de la funcion polinomial 
de grado tv. 

f(x) = a n x n + a n - ix" _1 + •■• + a,x + a 0 , n > 0 
Entonces/(x) puede escribirse como producto de factores lineales: 

fix) = a n (x - C!)(jc - c 2 ) + ••• + (x - c„) 

- * - 

EJEMPLO 5_ 

Sabemos por el ejemplo anterior que las rafces de 

fix) = 2x 5 + x 4 + 10x 3 + 5x 2 + 8x + 4 

son ~i, i, i, — 2i, y 2i. Por consiguiente, segun el teorema 10 podemos escribir 
fix) = 2(x + i)(x + i)(x - i)(x + 2 i)(x - 2i) 


EJEMPLO 6_ 

En el ejemplo 3 vimos que 1 + 2t y 1 — 2 i son rafces de/(x) = x 3 + 2x 2 — 3jc + 20. 
Se deduce del teorema 10 que 

fix) = [x - (1 + 2()][x - (1 - 2i)]q(x) 

Dividiendo/fx) por el polinomio cuadratico (con coeficientes reales), 
lx — (1 + 2i)][jc - (1 - 2t)] = x 2 - 2x + 5 
encontramos g(jt) = x + 4 

Por tanto, f(x) =*[x - (1 + 2/)][x - (1 - 2f)](x + 4) 

= (x - 1 - 2f)(x - 1 + 2f)(x + 4) 


EJERCICIO 4.5 


En los problemas 1 al 10, halle todas las rafces de la funcion 
polinomial dada. Escriba f(x) como un producto de factores 
lineales. 

1. f(x ) = 5x 2 + 4x + 1 

2. f(x) = 4x 2 + 3x + 1 

3. fix) = lx 3 + x 2 + 3x - 2 

4. fix) = 2x 3 - I Ox 2 + 30x - 22 

5. fix) = 3x 3 + 2x 2 -5 

6. fix) = -x 3 + x 2 - 2 

7. fix) = 3x 3 -2x 2 + 4x+ 16 
A fix) = 4x 4 + 3X 3 - x 2 - 8x + 2 

9. fix) = x 4 - 81 10. fix) = x 6 - 1 


En los problemas 11 al 14, halle una funcion polinomial con 
coeficientes reales que tenga el grado dado y las raices dadas. 

11. Grado 2; lOi 12. Grado 2; 7 - i 

13, Grado 3; 2, 1 + 2: 14. Grado 4; i, 3 — i 

15. Halle una funcion polinomial de cuarto grado con coeficientes 
reales que tenga 1 + i como una rafz de multiplicidad dos. 

16. Explique por que la funcion fix) = trx 5 + V2x 4 - x 2 + 
VlT tiene al menos una rafz real. 

17. Verifique que 2 + / es una rafz de 

fix) = (1 + <)x 2 - 7x + 15 
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iSe deduce que su conjugado 2 — i es tambien una rai'z de f{x)l 
Explique. 

18. Explique por que no existe un polinomio f(x) de grado 3 que 
tenga coeficientes reales y rafces 1,2 e i. 

J9. Halle un polinomio fix) con coeficientes reales de grado 2 tal 
que/(0) = 5 y/(l -/) = 0. 

20. Halle un polinomio f(x con coeficientes reales de grado 3 tal 
que/(0) = 2,/(l) = 0y/(-i) = 0. 

En los problemas 21 al 30, hallc las raices restantes de cada 

polinomio, dado que el numero complejo indicado es una raiz. 

21. fix) = x 3 + lx 2 + Ax + 8; 2 i 


22. fix) = 2X 3 - 5x 2 -2x+ 15; 2 - i 

23. f(x) = x 3 + 4 x 2 + 2lx + 34;' -1 + 4i 

24. f(x) = x 3 - 4x 2 - 4x - 5; -y + —y-i 

25. f(x) = x 4 -2x 3 +3x 2 -2x+2; I + i 

1 V3 

26. fix) — x* + x 2 + 1;- i 

2 2 

TLJix) = x 4 + lx 2 - 8; -lV2i 

28. fix) = x 4 - 2JC 3 - 3x 2 + 2Sx - 24; 2 - 2 i 

29. fix) = x 5 - 6x 4 + Wx 3 - x 2 + 6x - 10; 3 + 

30. fix) = x 5 - 3x 4 + 2xr - 2x 2 + 8; V2 i 



4.6 


Graficas de funciones polinomiales de grado mayor 


Lagraficade una funcion lineal, o una funcion polinomial de primer grado, f(x) = a t x + a 0 , 
es siempre una recta. La grafica de una funcion cuadratica, o una funcion polinomial de 
grado 2, fix) = a 2 x 2 + a,x + a 0 , es siempre una parabola. Tales enunciados definitivos no 
pueden hacerse con respecto a la grafica de una funcion polinomial de grado mayor. ^Cual 
es la forma de una funcion polinomial de quinto grado? Resulta que la grafica de una funcion 
polinomial de grado > 3 puede tener una o varias formas posibles. En general, graficar 
funciones polinomiales de grado ^ 3 no es una labor directa y, a menudo, requiere tecnicas 
avanzadas de calculo. En consecuencia, enesta seccion limitaremos nuestro anSlisis a grafi¬ 
car tipos especiales de funciones polinomiales de grados 3, 4, y 5. 

FUNCION POLINOMIAL DE UN TERMIN0 

Comenzamos por considerar un caso especial de funcion potencia (vease seccion 3.8). 

fix) = ax", n un entero positivo (18) 


(a) fix) = ax", n par 


(b) fix) = ax n , n impar 


FIGURA 23 


Se dice tambi6n que la funcion en (18) es un polinomio de un solo termino. Puesto que 
/(0) = 0, la grafica de/pasa por el origen. La ftgura 23 ilustra las 4 posibles formas de la 
grafica de fix) = ax*. 
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Cuando a < 0, la grafica se obtiene de la grdfica de f(x) = ax", a > 0, por medio de una 
reflexion por el eje x. Observe que cuando n es un entero par, (— x) n = x", y cuando n es un 
entero impar, (~x) n = —x ". En consecuencia,/U) = ax n es una funcidn par cuando n es 
par y una funcion impar cuando n es impar. 



FIGURA 24 


s 

EJEMPLO 1_ 

Compare las graficas de cada uno de los siguientes pares de funciones: ] 

i 

(a) y = x 3 , y = x 5 ] 

(b) y = x 2 , y = x 4 I 

j 

Solucion. ^ahemos visto las graficas dey = ^(figura 1(a) yy = ;r 3 (figura75 cap. 3). Para 
contrastar, las graficas dey = x?yy = x 4 se muestranacoloren lafigura24. Puestoquea = 

1 > 0 para cada una de estas funciones, las graficas son similares a las de la izquierda en (a) 
y (b) de la figura 23. 


GRAFICAS TRASLADADAS 

Para k > 0, las graficas de 

y = a(x + k) n , y = a(x — k) n 
y y = ax" + k, y = ax" - k 

pueden obtenerse por medio de traslaciones horizontales y verticales, respectivamente, de 
la grafica de fix) = ax n . 


EJEMPLO 2_ 

Compare las graficas de lo siguiente. 

(a) fix) = x 3 (b) fix) = -x 3 

(c) fix) = x 3 + 1 (d) fix) = (x- 3) 3 

(e) fix) = -x 3 + 2 (f| fix) = ix + 2) 3 + 1 


Solucion. Las graficas de las funciones en (b) —(0 pueden obtenerse de la grafica de 
fix) = x 3 , mostrada en la figura 25(a), por medio de una traslacion o una reflexidn. 
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FIGURA 25 



(f) y = (x + 2) 3 + 1 



En general, la grafica de un polinomio de tercer grado, 
f(x) = ajx 3 + a 2 x 2 + a,jc + oq 

puede tener una de cuatro formas basicas, las cuales se muestran en la figura 26. 
La gr&fica de un polinomio de cuarto grado, 

f(x) = a^x 4 + a^x 3 + a^x 2 + aix + oq 
puede tener una de las seis formas mostradas en la figura 27. 


POLINOMIOS QUE SE PUEDEN FACTORIZAR 

En los ejemplos restantes consideraremos s61o grdficas de polinomios que se pueden facto- 
rizar. En la mayoria de los casos, se puede obtener una grdfica totalmente precisautilizando 
el procedimiento enumerado a continuacion. 



En los intervalos en los que los valores de f(x) son positivos (f(x) > 0), la grafica de la 
funcion estd por encima del eje x. La grafica de la funcidn esta por debajo del eje x, en 
aquellos intervalos donde los valores de f(x) son negativos (f(x) < 0). 

EJEMPLO 3 

Grafique f(x) = x 3 - x 2 - lx. 



(c) 

FIGURA 26 



(e) 

FIGURA 27 
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Soiucibn 

1. Puesto que 

A-X) = (-JC) 3 - i~x) 2 - 2(—x) 

= -x 3 - x 2 + 2x 

f(—x) no es igual a —fix), ni a f(x). Por tanto la funcidn no es par, ni impar. Esto es, la 
grafica no es simetrica con respecto al origen, ni con respecto al eje y. 

2. El intersecto en y es /(0) = 0. La grafica pasa por el origen. 

3. El polinomio se factoriza como 

fix) = x(jc + l)0r - 2) 

4. A partirdel paso 3 vemos que/(.r) = 0 para* = 0, jc = — 1, y a: = -2. Losintersectosen* 
son 0, -1, y 2. 

5 y 6. El diagrama de signos y la grafica se muestran en la figura 28. 

x -0 + + + + + + + + 

x + \ -0 + + + + + + + + + + + 

x - 2 — — — — — - — — — 0+ + 

fix) = x(x + l)(x -2) - 0++0 -0. + + 

Recta numerica-,-1-1-1-► 

-10 2 


FIGURA 28 

En el ejemplo 3 no hicimos ningun intento por localizar con precision los puntos 
criticos de la grafica, esto es, los puntos donde la funcion polinomial cambia de creciente a 
decreciente, o de decreciente a creciente. Una inspeccion a la figura 28 muestra que la 
grafica tiene dos puntos criticos. Localizar estos puntos con precisidn, requerirfa, en gene¬ 
ral, tdcnicas de calculo. Sin embargo, observamos que una parabola tiene solamente un 
punto crftico -a saber, su v6rtice— que puede encontrarse utilizando las t6cnicas de la sec- 
cion 4.1. 

EJEMPLO 4_ 

Grafique fix) — (1 — a)(j + l) 2 . 

Soiucibn 

1. La funcion no es par ni impar. 

2. El intersecto en y es /(0) = 1. 

3. El polinomio ya esta factorizado. 

4. La inspeccidn de la funcidn muestra que fix) = 0 en a = — 1 y * = 1. Los intersectos en 
x son — 1 y 1. 

5 y 6. El diagrama de signos y la grafica se muestran en la figura 29. 
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(I-*) + + + + + + + + + 0- 

(a + l) 2 + + +0 + + + + + + + + + 

fix) = (1 - a)(x + l) 2 ++-+0 + + + + +0 - 

Recta numerica -1-1-1-► 

-1 0 1 



FIGURA 29 

TANGENTE AL EJE x 

En el ejemplo 4 observamos que a pesarde que/(- 1) = 0, la grafica no atraviesa el eje x en 
x = — 1, sinoquesolamentelo“toca”. Estosedebeal hecho de que/(x) nocambia signos en 
x = — 1, ya que el exponente en (a 4- l) 2 es par. 

En general, si una funcion polinomial fix) contiene el factor (x — k) n , n> 1,1a grafica 
sera tangente al eje x en x = k. Si n es par, la grafica estara o completamente por encima o 
completamente por debajo del eje de x, en un intervalo que contiene x = k (excepto, por 
supuesto, en el punto de tangencia.r = k, donde toca al eje x). Sin embargo, si n es impar, la 
grafica de fix) atravesara el eje x como en la figura 25(d). 


EJEMPLO 5_ 

Grafique fix) = x 4 - 4a 2 + 4. 

Solucion 

1. Puesto que /(—a) = /(a), la funcion es par y, por tanto, su grafica es simetrica con 
respecto al eje y. 

2. El intersecto en y es /(0) = 4. 

3. Reconocemos que la funcion puede escribirse como 

fix) = (a 2 - 2) 2 , o fix) = (A + V2) 2 (a - V2) 2 
Por la discusion anterior, sabemos que la grafica es tangente al eje a en a = — V2 y a = 

V2. 

4. Los intersectos en a son — V2 y V2. 

5. No hay necesidad de un diagrama de signos en este caso, ya que (a 2 — 2) 2 > 0 para todo 

A. 

6. La grafica es simetrica con respecto al ejey, pasapor los tres puntos (0,4), ( —V2,0) y 
(VXO), y es tangente, pero no atraviesa el eje a en a = — V2y a = VT La grafica en la 
figura 30 es una interpretacion de estos datos. 
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FIGURA 30 



EJEMPLO 6_ 

Grafique f(x) = x 4 - 2x 3 . 

Solucion 

1. La funcion no es par ni impar. 

2. El intersecto en y es/(0) = 0. 

3. El polinomio se factoriza como 

fix) = x 3 (x - 2) 

Debidoaque.r 3 = (x — 0) 3 , 1 a grafica es tangenteal eje.renx = 0. Ademas,puestoqueel 
exponente en el factor (x - 0) 3 es un entero impar positivo, la grafica atraviesa el eje 
x en 0. 

4. Los intersectos en x son 0 y 2. 

5 y 6. El diagrama de signos y la grafica se muestran en la figura 31. 

x 3 -0 + + + + + + + + + 

x - 2 -0 + + + 

f(x) = x 3 (x -2) + + + 0-0+ + + 

Recta numdrica --1-1-1-► 

0 2 


FIGURA 31 
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FIGURA 37 


En el siguiente ejemplo obtendremos una aproximacion a una rafz irracional, utilizan- 
do una tecnica llamada el metodo de biseccion, que puede sintetizarse como sigue: 


M6todo de blseccldn 

Sea f(x) una funcion polinomial tal que f(a) y f(b) tengan signos opuestos. 

1. Divida el intervalo [a, b] por la mitad, hallando su punto medio m = (a + b)/2. 

2. Calcule/(m). 

3. Si f(a) y f(m) tienen signos opuestos, entonces/tiene una rafz en el intervalo [a, m]. 
Si f(m) y f(b) tienen signos opuestos, entonces/tiene una rafzen el intervalo [m,b]. 
Si f(m) = 0, entonces m es una rafz de /. 


Si m = (a + b)/2 no es una rafz de/, entonces hay una rafz en un intervalo (bien sea [a, 
m] o [m, b] que tiene la mitad de la longitud del intervalo original [a, b\. Dividimos por la 
mitad este intervalo de menor longitud: el nuevo punto medio es una rafz, o hemos localiza- 
do una rafz en un intervalo que tiene la cuarta parte de la longitud del intervalo [a, b\. 
Continuando de esta manera, podemos localizar una rafz de la funcion en intervalos sucesi- 
vos de menor longitud. Luego tomaremos los puntos medios de estos intervalos como apro- 
ximaciones a una rafz de la funcion. Utilizando este mdtodo, vemos en la figura 38 que el 
error en la aproximacion a una rafz en un intervalo es menor que la mitad de la longitud del 
intervalo. 

Debido a que el metodo de biseccion se usa repetitivamente, se denomina tecnica 
iterativa. 
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EJEMPLO 2_ 

Halle una aproximacion a la raiz de f(x) = x 3 — 3x — 1 en el intervalo [1,2] que es exacto 
para 3 decimales. 


Solucion. Recuerde que en el ejemplo 1 /(l) < 0 y /(2)|> 0. Ahora, para obtener la 
precision deseada, debemos tener un error menor que 0.0005*.! La primera aproximacibn a 
la rafz en [ 1, 2] es 



1.5, con error < i(2 — 1) = 0.5 


Puesto que/(1.5)l< 0, la rafz se encuentra en [1.5, 2]. 

La segunda aproximacion a la rafz es 

1.5 + 2 

m 2 = ^ -= 1.75, con error < ft2 — 1.5) = 0.25 

Puesto que/(1.75) < 0, la rafz se encuentra en [1.75, 2]. 

La tercera aproximacibn a la rafz es 


1.75 + 2 

m 3 = —-— -= 1.875, con error < i(2 - 1.75) = 0.125 

Despubs de 11 iteraciones encontramos 

mu = 1.879395, con error < 0.0005 

Por tanto el numero 1.879 es una aproximacion a la rafz de ft n [1,2] que es precisa para tres 
decimales. 


Dejamos como ejercicio las aproximaciones a las rafces de f(x) = x 3 — 3x — 1 en los 
intervalos [-2, — 1] y [— 1, 0]. 

Puesto que el proceso de iteration del metodo de bisection es a menudo largo y tedio- 
so, es conveniente utilizar un computador. Hemos listado a continuation un programa de 
computador escrito en BASIC. Usted solo necesita proporcionar una funcion en la lfnea 20. 

10 REM METODO DE BISECCION 
20 DEF FNCCX) = 

30 INPUT “ESCRIBA EL EXTREMO IZQUIERDO DEL INTERVALO:”, A 

40 INPUT "ESCRIBA EL EXTREMO DERECHO DEL INTERVALO:”, B 

50 INPUT "ESCRIBA UNA COTA PARA EL ERROR:”, E 

60 LET M = CA + B)/2 

70 IF [B - M/2 < E GOTO 1 70 

80 IF FNCCM) = 0 GOTO 170 

90 IF FNCCA)*FNCCM) < □ GOTO 140 

100 REM LA RAIZ ESTA EN LA MITAD DERECHA DEL INTERVALO 
110 A = M 
120 GOTO 60 

130 REM LA RAIZ ESTA EN LA MITAD IZQUIERDA DEL INTERVALO 
140 B = M 
150 GOTO 60 

160 REM PRESENTA LA RAIZ 

170 PRINT “LA RAIZ ES”: M; "CON UN ERROR A LO MAS”; E 

180 END 


* Si deseamos una aproximacidn que sea precisa para dos decimales, iteramos hasta que el error sea menor que 
0.005. 
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Nota de advertencia: si f(a) y fib) tienen el mismo signo, la funci6n polinomial/podria 
tener una o mds rafces en el intervalo [a, b\. V6ase figura 39. 



FIGURA 39 


EJERCICIO 4.7 


En los problemas 1 y 2, halle una aproximacidn que sea precisa 
para 3 decimates, para la raiz de fix) = x 3 - 3x - 1 en el inter¬ 
valo dado. 

1 . [- 2 ,- 1 ] 2 . [- 1 , 0 ] 


7. Una esfera de madera de radio r se coloca en el agua. Para 
determinar la profundidad h a la cual se hundird, igualamos el 
peso del agua desplazada con el peso de la esfera (principio dc 
Arquimedes): 


En los problemas 3 al 6, utilice el metodo de biseccidn para 
aproximar con una precisidn de 3 decimates, la(s) rafz (rafces) 
indicada(s) por la grdfica de la funcidn dada. 

3. f(x) = x 3 - x 2 + 4 4. f(x) = -x 3 -x + 11 




TT ~ 4tT , 

—pji\3r -h) = —Ptr 1 

donde p w y Pb son las densidades del agua y la madera, respecti- 
vamente. (vdase figura 44). Suponga que p b = 0.4p*. y r = 2 
pulgadas. 



FIGURA 44 


5. f(x) = x 4 - 4x s + 10 



6. fix ) = Sx 5 — 5X 3 + 1 



Utilice el mdtodo de bisection para aproximar con una exacti- 
tud de dos decimates la profundidad ft a la cual una esfera de 
madera se hundird. 

8. La longitud L de un cable entre dos soportes verticales de un 
puente colgante estd dada por 


L = 


r + 




donde r es el tramo de los soportes y r es la comba del cable 
entre los soportes (v£ase figura 45). Si r = 400 pies y L = 404 
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pies, utilice el metodo de biseccidn para aproximar a una exacti- 
tudde dos decimates, la comba s del cable. [Sugerencia: consi- 
dere el intervalo [20, 30].] 



FIGURA 45 


En los problemas 9 y 10, utilice el metodo de biseccion para 
aproximar hasta 3 decimates, la(s) coordenada(s) x del punto(s) 
de interseccibn de las grbficas dadas. 

9 . 10 . 




FIGURA 47 




Funciones racionales 


El cociente de dos funciones polinomiales 


fix) = 


gjx) 

h(x) 


a n x n + a n -\X n '+•••+ ctix + a 0 
b m x m + b m - ] x m ~ l + ••• + b x x + b 0 


se denomina funcion racional. El dominio de una funci6n racional es el conjunto de todos 
los numeros reales excepto aquellos para los cuales el denominador es cero. Por ejemplo, 
f(x) = (lx 3 - 1 )/(x 2 - 9) es una funcion racional con dominio {x|x ^ ±3}. 

Para graficar una funcion racional, comenzamos como antes: determinamos cualquier 
simetria y luego hallamos los intersectos. El intersecto en y es /(0), siempre y cuando el 
numero 0 este en el dominio de f. Por ejemplo, la grifica de fix) = (1 — x)!x no atraviesa el 
eje y, puesto que/(0) no estd defmido. Si g(x) y h(x) no tienen factores comunes, entonces 
los intersectos en x de la grafica de una funcion racional fix) = gix)/h(x) son las rafces reales 
de g(x). Esto es, la linica forma como fix) = g{x)!hix) = 0 es teniendo g(x) = 0. 


EJEMPLO 1_ 

Grafique la funcidn fix) = 2/(x - 1). 


Soluci6n. Puesto que fi~x) no es igual a fix) ni a -fix) ni a -fix), la grbfica de / no es 
simdtrica con respecto al eje y o al origen. El intersecto en y es/(0) = -2. Puesto que el 
numerador de la funci6n nunca es 0, la grdfica no tiene intersectos en x. Igualando el deno¬ 
minador a 0, vemos que x = 1 no esti en el dominio de la funci6n. Como lo muestran las 
tablas adjuntas, cuando los valores de IjcI son grandes, los valores funcionales corres- 
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pondientes estan cerca a 0. Esto es, la gr&fica de la funcion se aproxima al eje x a medida que 
\x\ aumenta sin limite. De la misma manera, para valores de x cercanos a 1, los valores 
funcionales correspondientes son grandes en valor absoluto. Por tanto, la grdfica de la fun¬ 
cion se aproxima a la recta vertical x = 1 a medida que x se aproxima a 1. La grdfica se 
muestra en la figura 48. 


X 

/(*) 


X 

fix) 

-999 

-0.002 


1.001 

2000 

-99 

-0.02 


1.01 

200' 

-9 

-0.2 


1.1 

20 

-1 

-1 


1.5 

4 

0 

-2 


2 

2 

0.5 

-4 


3 

1 

0.9 

-20 


11 

0.2 

0.99 

-200 


101 

0.02 

0.999 

-2000 


1001 

0.002 


ASINTOTAS 

Para indicar que x se esta aproximando a un numero a , utilizamos la notacion 
x—*a~ para indicar que x se esta aproximando a a por la izquierda, y 
x —>> a + para indicar que x se esta aproximando a a por la derecha. 

Tambien utilizamos la notacion 

x —* oo para indicar que x crece sin limite, y 
x —* — 00 para indicar que x decrece sin limite. 

Interpretaciones similares se dan a los simbolos f(x) —* °°y fix) —* — oo, 

Por tanto, en el ejemplo 1, podemos escribir 

f(x) —> —oo a medida que x —* 1“ y f(x) —* 00 a medida que x —■► 1 + 

En palabras, los valores funcionales decrecen sin limite a medida que x se aproxima a 1 por 
la izquierda, y los valores funcionales crecen sin limite a medida que x se aproxima a 1 por la 
derecha. 

En la figura 48 es evidente que 

fix) —* 0 a medida que x —* oo y fix) —> 0 a medida que x —* — 00 

La recta x = 1 se denomina asintota vertical para la gr^fica de/, y la recta y = 0 se denomina 
asintota horizontal. Estos dos conceptos se definen como sigue. 

DEFINICION 3 = 

Se dice que una recta x = a es una asintota vertical para la grafica de una funcidn/si 

f{x) —* oo a medida que x—* a~ o x —* a + , o 

f{x) —* —oo a medida que x —* a~ o x—*a + 



FIGURA 48 
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FIGURA 49 

Asintotas verticales 



(a) f(x) —> oo cuando x -* 



(a) /( x) —* c cuando x —* » 

FIGURA 50 

Asfntotas horizontales 


DEFINICION 4 , - - - — 

Se dice que una recta y = c cs una asintota horizontal para la grafica de una funcidn/si 
fix) —* c a medida que x —» — o * —* °o 


La figura 49 ilustra el comportamiento ilimitado de una funcion cerca de una asintota 
vertical jc = a. En la figura 50 hemos ilustrado algunas asintotas horizontales tipicas. Obser- 
vamos, con ayuda de la figura 50(d) que, en general, la grafica de una funcion puede tener 
maximo dos asintotas horizontales pero la grafica de una funcion racional puede tener ma- 
ximo una asintota horizontal. Ademas, una grafica de una funcion nunca puede atravesar 
una asintota, vertical pero, como se muestra en la figura 50(a), una grafica puede atravesar 
una asintota horizontal varias veces. (Veanse problemas 19, 27, y 28). 




En un nivel prdctico, las asintotas verticales pueden determinarse para una funcidn 
racional, encontrando las raices reales de su denominador. 


Sea 


/« = 


Asintotas verticales 

a n x n + a n -iX n ~ l + ••■ + a t x + a 0 _ g(x) 


b m x m + b m - t x m 1 + ••• + bix + b 0 h{x) 
una funcidn racional tal que g(x) y h{x) no tengan factores comunes. La recta x = a es 
una asintota vertical para la grSfica de/si a es un numero real tal que h(a) — 0. 


EJEMPLO 2_ 

Grafique la funcion fix) = \/x 2 . 
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Solucion.La funcion no tiene intersectos enx oy. Pero f(~x) = l/(— x) 2 = fix) indica que 
la grafica de/es simetrica con respecto al eje y. Ya que el denominador de la funcion racional 
es 0 cuando x = 0, concluimos que la recta x = 0 (ejey) es una asfntota vertical. Ademas, 
cuando x — * oc ( vemos que f(x) —>0 y por tanto la recta y = 0 (eje x) es una asfntota horizon¬ 
tal. Al usar esta information con los puntos que se obtienen de la tabla adjunta, obtenemos 
la grafica que se observa en la figura 51. 


fix) 



EJEMPLO 3_ 

Grafique la funcion fix) = \/(x + 4) 2 . 

Solucion.La grafica de/(jc) = 1 /(jc + 4) 2 es la grafica de fix) = 1/jt 2 trasladada cuatro 
unidades a la izquierda. En otras palabras, la recta x = — 4 es la asfntota vertical. Al usar la 
figura 51 obtenemos la grafica de la figura 52. Notese que la funcion dada ahora tiene un 
intersecto en y f( 0) = 1/4 2 = 1/16. 


Un metodo para determinar si la grafica de una funcion racional tiene una asfntota 
horizontal es dividir tanto el numerador como el denominador por la potencia mas alta de x 
que exista en el denominador. Entonces examinamos la conducta del cociente resultante a 
medida que x —> — °° y x —* °°. 



EJEMPLO 4_ 

Grafique la funcion fix) = (3 — x)/(2 + x). 


Solucidn.La grafica de /no es simetrica con respecto al eje y o al origen. El intersecto 
en y es/(0) = y el intersecto en x es x = 3. Puesto que el numerador y el denominador no 
tienen factores comunes y ya que el denominador es 0 cuando x = — 2, la recta x = - 2 es una 
asfntota vertical. Para hallar asfntotas horizontales, dividimos el numerador y el denomina¬ 
dor por x: 



A medida que x —> — oo y x —* °o, los terminos 3/x y 2/x se aproximan a 0 y los valores 
funcionales de fix) estan cerca de — 1/1 = — 1. Por tanto, la recta y = — 1 es una asfntota 
horizontal. La grafica se muestra en la figura 53 con las lfneas punteadas indicando las 
asfntotas. 


\ 
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FIGURA 53 



X 

fix) 

-5 

-s 

-3 

-6 

-1 

4 

0 

i 

1 

§ 

3 

0 


EJEMPLO 5_ 

Grafique la funcion f(x) = 1/(1 ~ x 2 ). 


Solucion. Puesto que 


A-x) 


l 


1 - (-X j 2 



= f(x) 


sabemos que la grafica de/es simetrica con respecto al eje y. El intersecto en y es/(0) = 1; 
no hay intersectos en x porque el numerador 1 nunca es cero. A medida que x —* — oo y 
x —los valores funcionales se aproximan a 0. Por tanto la recta y = 0 es una asi'ntota 
horizontal. Finalmente, resolviendo 1 — x 2 = 0, encontramosquex = — 1 yjc = 1 son asinto- 
tas verticales. Con esta information es posible dar un esbozo aproximado de la grafica 
(vease figura 54). Como en los ejemplos anteriores, es buena idea marcar algunos puntos en 
cualquier lado de las asintotas verticales. 


En general, el siguiente resultado sobre asintotas horizontales puede probarse para 
funciones racionales de una manera similar a la ilustrada en el ejemplo 4. 



EJEMPLO 6_ 

Determine si la grafica de la funcion dada/posee una asi'ntota horizontal. 


(a) fix) 

(b) fix) 


5X 3 + 1 
lx + 6 
3x 2 + Ax 
8x 2 + 1 
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Solucibn 


(a) Puesto que el grado del numerador 5JC 3 + 1 es 3 y el grado del denominador 2x + 6 es 1 
(y 3 > 1), concluimos, en vista de (iii), que la grafica de/no tiene asfntota horizontal. 

(b) En este caso, el grado del numerador hx 2 + Ax es igual al grado del denominador 
(ambos grados son 2). Por tanto, segun (ii), la grafica de/tiene asfntota horizontal 

y = i 


Solucibn alterna para (b). Dividiendo el numerador y el denominador por x 2 , podemos 
escribir la funcion / como 


fix) = 


4 

3 H— 
x 



A medidaquex— yx—>°°, Alx—>0 y 1 /jc 2 —>0. Portanto,/(x )—* f.Deladeftnici6n4, 
la recta y = f es una asfntota horizontal. 


ASINTOTAS OBLICUAS 

La grafica de una funcion racional/puedeaproximarse a la recta y = ax + b,a ^0,amedida 
que x —* -oo y x—* co . Tal recta se denomina asfntota oblicua para la grdfica de/. Una 
asfntota oblicua para una funcion racional puede hallarse de la siguiente manera: 



Si g(x) y h(x) no tienen factores comunes y el grado de g(x) es uno mas que el grado de 
h(x), entonces la divisidn da 


/« = 


gixf 

h(x) 


= ax + b + 


h(x) 


donde el residuo r es una constante diferente de cero. A medida que x-+ —ccox—> x rlh(x) 
-* 0 y entonces los valores funcionales de/se aproximan mas y m&s a ax + b. 


EJEMPLO 7. 


Grafique la funcion 


fix) = 


x 2 - x - 6 
x-4 


Solucibn. Para esclarecer la discusion identificamos las funciones g(x) = x 2 — x 6 
y h(x) = x - 4. 
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Simetria: no hay simetria con respecto al eje y o al origen. 

-6 3 

Intersecto en y: f( 0) =-= — 

-4 2 

Intersectos en x: fix) = 0 cuando g ( x) = x 2 — x — 6 = 0. Puesto que * 2 -*-6 = (* + 2) 
(* — 3), vemos que — 2 y 3 son los intersectos en x. 

Asintotas verticales: h(x) = x - 4 = 0 cuando x = 4. La recta* = 4 es una asintota vertical. 
Asintotas horizontales: ninguna 


Asintotas oblicuas: puesto que el grado de g(x) = x 2 — * — 6 (el cual es 2) es uno mas que el 
grado de h(x) = x — 4 (el cual es 1), la gr&fica de/tiene una asintota oblicua. Para hallarla, 
dividimos: 


x 2 — x — 6 6 Residue 

- = * + 3 H-NT- 


x ~ 4 



x-4 


Cocientc 


Observe que r/h(x) — 61 (x - 4) -» 0 a medida que * —»—oo y * -* ». p or tanto la recta 
y = x + 3 es una asintota oblicua. 

Marcacion de puntos: utilizando la informacion anterior y marcando puntos de la tabla 
adjunta, obtenemos la grafica mostrada en la figura 55. Las asintotas son las lfneas puntea- 
das en la figura. 



X 

fix) 

-2 

0 

-1 

i 

0 

i 

1 

2 

2 

2 

3 

0 

5 

14 

6 

12 

7 

12 

8 

¥ 


FIGURA 55 


EJERCICIO 4.8 


En los problemas 1 al 20, halie las asintotas horizontales y verti- 

* +1 

2-3* 

cales. Grafique. 


7. fix) = , 

X - 1 

8. f(x) - 

X 

1 

4 

1 

4 

1. /W = 0 

x - 2 

2 ./M= 

x + 3 


J (* + 2) 

x 

x 

1 

8 

3. fix) = —- 

X + 1 

4 - fix) ~ 2x — 5 

11. fix) = ^3 

12. /(*) = — 

* 

Ax — 9 

2x + 4 

* 

* 2 

S. fix) = y—- 
2jc h- 3 

6. /W - . 

x - 2 

»3. /(*) = 2 

X — 1 

14. fix)- 2 

x L — 4 
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15. fix) 

16. fix) 

17. fix) 

18. fix) 

19. fix) 


1 

Xix - 2) 

1 

x 2 -2x-S 



16 

x 2 + 4 
2x 2 - 1 


20 . 


fix) = 


xix — 5) 
x 2 -9 


Trace la grifica de R como una funci6h de r. 


k 


5 ohmios 



-Vv\- 



_**/_ 



FIGURA 56 


r ohmios 


32. La potencia electrica P producida por cierta fuente esti dada 
por 


P = 


E 2 r 


R 2 + 2Rr + r 2 


En los problemas 21 y 22, determine si la funcion dada tiene 
una asintota vertical. Grafique. 


21. fix) = 



22. fix) = 


x 3 + 8 
x + 2 


En los problemas 23 al 26, halle las asintotas verticales y obli- 
cuas. Grafique. 


23. fix) 

24. fix) 

25. fix) 

26. fix) 


x 2 -9 
x 

x 2 -3x- 10 
x 

x 2 - 2x 
x+2 
x 3 

X 2 - 1 


En los problemas 27 y 28, halle el punto(s) en la grafica de la 
funcion dada en donde la grafica corte su asintota horizontal. 
No grafique. 


27. fix) = 


2x 2 + 4x + 6 
x 2 + 1 


28. fix) = 


X s + x 2 -2x 
x 3 + 3 


donde E es el voltaje de la fuente, R es la resistencia de la 
fuente, y r es la resistencia del circuito. Trace la grtfica de P 
como una funcidn de r utilizando los valores E = 5 voltios y 
R = 1 ohmio. 

33. Las distancias moleculares en bioquimica se pueden medir con 
una espectroscopia fluorescente debido a un fen6meno de 
transferencia de energia. La eficiencia de transferencia E est4 
relacionada con la distancia molecular r entre el donante y el 
beneficiario por 



donde r 0 es una constante relacionada con el donante- 
beneficiario. Trace la grdfica de E como una funcion de r, para 
ro = !• 


34. La intensidad de iluminacion de una fuente de luz en cualquier 
punto es directamente proporcional a la fuerza de la fuente e 
inversamente proporcional al cuadrado de la distancia desde la 
fuente. Dadas dos fuentes de fuerza de 16 unidades y dos uni- 
dades, separadas 100 cm, como lo muestra la figura 57, la 
intensidad / en cualquier punto P entre ellos estd dada por 



2 

(100 -x) 2 


En los problemas 29 y 30, halle las asintotas verticales. No gra¬ 
fique. 


donde x es la distancia en centimetres desde la fuente de 16 
unidades. Trace la grdfica de Hx) para 0 < x < 100. 


29. fix) = 


30. fix) = 


5x + 1 


9x 3 - \2x 2 + x + 2 

_ 1 _ 

5jc 4 + 6xf + 6x 2 + x 


31. Una resistencia de 5 ohmios y una resistencia variable se colo- 
can en paralelo, como se muestra en la figura 56. La resisten¬ 
cia resultante R (en ohmios) esta relacionada con la resistencia 
r (en ohmios) de la resistencia variable, por medio de la ecua- 
cion 


R = 


5 r 

5 + r 


Fuente de 16 unidades 



www.elsolucionario.net 





234 


Algebra y trigonometria 


CONCEPTOS IMPORTANTES 


Funcidn polinomial 

Funcidn decreciente 

Teorema fundamental del Algebra 

grificas 

Algoritmo de la divisidn 

Teorema del valor intermedio 

rafces 

Divisidn sintdtica 

Metodo de biseccidn 

Rafces de multiplicidad k 

Teorema del residuo 

Funcidn racional 

Funcidn cuadritica 

Teorema del factor 

asfntota vertical 

vdrtice 

Regia de signos de Descartes 

asfntota horizontal 

Funcidn creciente 

Cotas para ceros reales 

asfntota oblicua 


EJERCICIO DE REPASO 


En I os problemas 1 al 20 llene I os espacios o responda falso o 

verdadero. 

1. La funcidn/(.x) = 3x 4 - 4x 2 + 5x - 1 no es una funcidn poli- 

nomial._ 

2. La funcidn racional/(x) = (4x? — 6)/(x 2 — 5x + 4) tiene asfnto- 

tas verticales._ 

3. La funcidn racional f(x) = (x 3 — x)l(4 - lx 3 ) tiene la asfntota 

horizontal_ 

4. La grifica de una funcion con una asfntota horizontal nunca 

puede atravesar esa asfntota._ 

5. El vdrtice de la grifica de la funci6n cuadritica/(x) = -x 2 + 

4x + 4 es_ 

6. El vdrticede la grifica de fix) = x 2 es (0,0). Por tantoel vertice 

de la grifica de/(x) = (x — 10) 2 + 2 es (10, 2)._ 

7. El rango de la funci6n cuadrStica /(x) = lx 2 - 2x + 5 

es_ 

8. La funcidn/(x) = x 2 - 6x es creciente en el intervalo_ 

9. Cuando un polinomio de grado mayor de 1 se divide por x — 1, 

el residuo es siempre una constante._ 

10. Un polinomio de tercer grado con rafces 0, 1, y — 1 es_ 

11. La griftca de la funcidn polinomial/(x) = x 3 (x — 1 ) 2 (x — 5) es 

tangente al eje x en_ 

12. La grifica de la funcidn polinomial /(x) = 3x 3 + x 2 -x — 8 

puede atravesar el eje x a lo sumo 4 veces._ 

13. La funcidn polinomial /(x) = 5X 3 + x + 9 tiene al menos un 

cero real__ 

14. La grifica de la funcidn racional/(x) = (x 2 + x + l)/x tiene 

una asfntota oblicua._ 

15. La grifica de/(x) = x(x — 1) (x + 2) es simdtrica con respecto 

al origen._ 

16. Si — 1 + i es una rafz de 

f(x) = x 4 + 2X 3 + 3x 2 + 2x + 2 
entonces otra rafz es_ 

17. La grifica de y = (x - 6) 5 es la grifica de y = x 5 trasladada 6 

a la_ 

18. La grifica de/(x) = x 4 + 5X 2 + 2 no corta el eje x.- 

19. Un polinomio debe tener al menos un cero racional._ 

20. x - 1 es un factor de fix) = x 5 + x 4 - Ar 5 - lx 2 + 4x. 

21. Utilice la divisidn'larga para dividir fix) = 6X 5 - 4X 3 + lx 2 + 
4 por gix) = 3X 2 - 1. 


22. Utilice la divisidn larga para dividir fix) = 15x 4 - lx 3 + 8x + 
6 por gix) = Sx 3 + x + 2. 

23. Utilice la divisidn sintetica para dividir/(x) = 7x 4 — (xc + 9x + 

3 por gix) = x - 2. 

24. Utilice la divisidn sintdtica para dividir/(x) = 4X 3 + lx 1 — 8x 
por gix) = x + 1. 

25. Determine el residuo cuando fix) = 5x 3 - 4X 2 + 6x - 9 se 
divide por g(x) = x + 3, sin hacer en realidad la divisidn. 

26. Determine el valor de k tal que el residuo en la divisidn de 
fix) = x 4 — 3x 3 - x 2 + kx — 1 por gix) = x - 4 sea r = 6. 

27. Utilice la divisidn sintetica para hailar el valor de 

fix) = x 6 - 3X 5 + 2x 4 + 3X 3 - x 2 + 5x - 1 
en x = 2. 

28. Halle un valor de k tal que x + i sea un factor de fix) = Sx 2 — 

4 kx + 9. 

29. Halle un valor dental que x - k sea un factor de fix) = lx 3 + x 2 + 
2x - 12. 

30. Factorice el polinomio cuadrdtico fix) = 3X 2 + 12x - 1. 

31. Explique por qud la funcidn polinomial 

fix) = 4x 10 + 9x* + 5x 4 + 13x 2 + 3 
no tiene rafces reales. 

32. Enumere, pero no pruebe, todas las rafces racionales posibles 
de 

fix) = 8x 4 + 19X 3 + 3 lx 2 + 38x - 15 

33. Halle todos las rafces de fix) = llx 3 + ldx 2 + 7x + 1. 

34. Pruebe que V2 + V3 es un numero irracional. 

35. Considere el polinomio 

fix) = vx 6 - (1 + W - 151 

Sin hallarlas, determine el numero de rafces reales de fix) y el 
numero de rafces complejas. 

36. Halle cotas superiores e inferiores para las rafces reales de 
fix) = x 4 - 4X 3 + 10. 

37. Explique por qud las grille as de los polinomios 

/i(x) = x 3 + tijX 2 + a,x + do 
y hi*) = x 3 + bit 2 + b x x + bo 
pueden intersecarse a lo sumo dos veces. 
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38. Se lanza una bola hacia arriba. Suponga que su posici6n, en 
pies por encima del suelo despuds de t segundos estd dada por 
s(f) = —16 r 2 + 64 1 . 

(a) iCual es la maxima altura alcanzada por la bola? 

(b) ,'Cudndo se alcanza la maxima altura? 

(c) iCudndo toca el suelo la bola? 

39. Determine una funcion cuadratica que describa el arco parabd- 
lico mostrado en la figura 58. 



FIGURA 58 r* - 1 3 pies 


40. Si un cilindro de altura h se inscribe en una esfera de radio 1, 
verifique que el volumen V(h) del cilindro este dado por 
V(h) — tt h [1 — (h/2) 2 ] (vease figura 59). Trace la grafica de 
V(h) para h < 0. 



FIGURA 59 


En los problemas 41 al 50, aparece la funcion racional dada con 
una de las graficas (a) - (j). 


41. fix) = 


2x 

x 2 + 1 


42. /(x) = 


x 2 - 1 
x 2 + 1 


43. /(x) = 


2x 

x- 2 


44. /(x) = 2 


47. /(x) = 


x 2 - 10 
2x - 4 


45. /(x) = 
48. f(x) 


46. f(x) = 


(x - 2) 2 
_ -x 2 + 5x - 5 
x - 2 


(x ~ l) 2 

x- 2 


49. fix) = 


2x 

x 3 + 1 


50. /(x) = 


3 

x 2 + 1 









En los problemas 51 y 52, grafique la funcidn racional dada. 
Halle los intersectos y las asintotas. 


51. fix) = 


A - 


x — 6 


52. /(x) = 


-x 3 + 2x 2 + 9 


53. Debido a que un supervisor debe emplear parte de su tiempo 
inspeccionando a cada subordinado, una organizacidn pondrd 
generalmente un h'mite miximo s, llamado periodo de con¬ 
trol, sobre el numero de subordinados que un supervisor 
pueda tener. Puesto que la supervision disminuye el trabajo 
“productivo”, el numero actual N de empleados que se requie- 
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■ 1 Funciones exponenciales 

EXPONENTES IRRACIONALES 

En la section 1.5 definimos b r para cualquier base positiva b y cualquier exponente rational 
r; por ejemplo: 

31/5 = ^ y 31.4 = 314/10 = 37/5 = (^7 

Para cualquier niimero irrational r, b r puede definirse, pero Una definicion mas precisa va 
mas alia del alcance de este texto. Sin embargo, podemos insinuar un procedimiento posible 
para definir un numero como 3^. Ya que 

V 2 = 1.414213562. . . 

los numeros racionales 

1, 1.4, 1.41, 1.414, 1.4142, 1.41421, . . . 
dan en orden sucesivo mejores aproximaciones a V 2 . Esto indica que los numeros 
3 I 3 I .4 3 I. 4 I 31-414 3 I .4142 31 .41421 

dan en orden sucesivo mejores aproximaciones al valor de 3^. De hecho esto p uede demos- 
trarse con una definicion precisa de b r para un r irracional. Utilizando la tecla |y 1 1 de una 
calculadora cientffica, encontramos que la aproximacion con nueve cifras decimales para 
3^ es 4.728804386. 

Aceptaremos la siguiente formulacidn como un hecho: 

Para b > 0 y cualquier numero real r, la expresion b r representa un unico 
numero real, ademas, las leyes de los exponentes son validas para todos 
los exponentes reales. 

FUNCION EXPONENCIAL 

Ahora podemos dar una definicion de una funcidn exponencial. 

DEFINICION 1 - 

Si b > 0 y b ^ 1, la funci 6 n exponencial con base b es 

fix) = if ( 1 ) 



En la definicion 1 la base b se limita a los numeros positivos asf que b* siempre serf un 
numero real. Con esta restriccidn una expres i 6 n como (—4 ) 1 /2 no es posible. Cuando 6=1, 
simplemente obtenemos la funcion constante/(x) = 1 * = 1 . 

En los siguientes dos ejemplos graficamos las funciones exponenciales con bases 3 y 
i, respectivamente. 
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EJEMPLO 1_ 

Grafique la funcion /(x = 3 X 

Solucion. Primeroobtenemosunatabla de valores para y = 3*. Como se indicaen lafigura 
I, marcamos los puntos que se obtienen de la tabla y los unimos con una curva uniforme. 
Notese que la grafica de f(x) = 3 X es una funcion creciente en el intervalo °°). 



X 

fix) 

-3 

-fa 

-2 

i 

-1 

i 

0 

1 

1 

3 

2 

9 


FIGURA 1 


EJEMPLO 2_ 

Grafique la funcion fix) = (4>*. 

Solucion. Obtenemos la grafica de esta funcion marcando los puntos cuyas coordenadas 
se enumeran en la tabla anexa. 

Como se aprecia en la figura 2,f(x) = (4 ) 1 es una funcion decreciente en el intervalo 

(- 00 , oc ). 


X 

fix) 

-2 

9 

-1 

3 

0 

1 

1 

i 

2 

i 

3 

fa 


FIGURA 2 
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Notese que la grafica de la funci6n/(jc) = 3 _x es exactamente la misma grafica de la figura 2 
ya que 3~ x = ($f. 

Como los dos ejemplos anteriores indican, la grafica de una funcion exponential/)/:) = 
tr' puede tener dos formas, dependiendo de si 0 < b < 1 o b > 1. En la figure 3 vemos el 
bosquejo de las graficas para cada uno de estos casos. 



FIGURA3 

PROPIEDADES DE LA FUNCION EXPONENCIAL 

En los bocetos de la figure 3 observamos las siguientes propiedades de la funcidn exponen- 
cial / con base b. 

• El dominio de /es el conjunto de los numeros reales. 

• El rango de /es el conjunto de los numeros reales positivos. 

• El intersecto en y para la grafica de / es 1. La grafica de / no tiene intersectos en x . 

• El eje x es una asintota horizontal para la grafica de / 

• La funcion / es creciente si b > 1 y decreciente si 0 < b < 1. 

• la funcion /es uno a uno. 


EJEMPLO 3_ 

Una funcion como f(x) = 3 X + 2 es un multiplo constante de una funcion exponencial (1) ya 
que 


fix) = 3 X+2 = (3 2 )3* = (9)3* 


Ademas, en la seccion 3.6 aprendimos que la grafica de f{x) = 3 X + 2 es la grafica de y = 3 X 
trasladada dos unidades hacia la izquierda (vease figure 4). 

0TR0S EXPONENTES 

Como se indica en los siguientes dos ejemplos, cuando el exponente de la base b es una 
expresion algebraica que contiene x, la grafica de la funcion no se parece a las que muestra la 
figure 3. 
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FIQURA4 



EJEMPLO 4_ 

Grafique la funci6ny(jc) = 3**. 

Solucidn. Observamos que 

fi-x) = 3 (_jr)2 = 3^ = fx) 

implica que/es una funci6n par. En consecuencia su graficaes simetrica con respecto al eje 
y. El intersecto en y de la grafica es /(0) = 3° = 1. 

Utilizando esta informaci6n y marcando los puntos que resultan de la tabla anexa pode- 
mos graficar la funcidn como se muestra en la figura 5. 



X 

fix) 

1 

3 

V2 

9 

V3 

27 


FIGURA S 


EJEMPLO 5_ 

Grafique la funci6n fix) = 3~ x ‘. 

Solucidn . Como en el ejemplo 4, esta funcion es par. Obtenemos la grafica que se muestra 
en la figura 6 usando la simetria y marcando los puntos cuyas coordenadas se indican en la 
tabla adjunta. Notese que f[x) —* 0 cuando x —* °° y cuando x —> Esto significa que 
la recta y = 0, es decir, el eje x es una asintota horizontal. 
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EL NUMERO e 

Aunque no podemos probarlo, la base b mas importante en (1) es el numero irracional 

e = 2.718281828459. . . 

Debido a su importancia, muchas calculadoras con funciones cientfficas tienen una tecla 
|e x ] que nos permite calcular e* directamente (en lugar de utilizarjy^) para c ualquier nume¬ 
ro real*. Enalgunas calculadoras e 1 secalcula utilizando acambio, las teclas |l N y] y | ln| . 
Veremos el porque en la seccion 5.2. Ya que b = Me < 1 y b = e > 1, las graficas de/(x) = 
e~ : yf(x) = e? son similares a las que se muestran en las figuras 3(a) y (b) respectivamente. 
Vease figura 7. 




FIGURA7 

En calculo el numero e surge del estudio de la funcion / definida por 

m = (i + j)" 

en donde n es un entero positivo. Puede probarse que los valores funcionales/(n) se acercan 
al numero e, a medida que n aumenta sin li'mite, es decir, 



e cuando n —» “ 


(V6ase problema 67). 


(2) 
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EJEMPLO 6_ 

Calcule (a) e 3 y (b) 1/e 2 . 


Solution 

(a) Utilizando la tecla |e x | (o 1 1 N V | y 1 1 n| ) de una calculadora, encontramos 

e 3 = 20.0855 

(b) Prim ero 1/e 2 como e -2 , registramos — 2 en la calculadora, y luego presionamos la tecla 
e* ; 

e' 2 = 0.1353 


Muchas calculadoras tienen capacidad para ocho o nueve cifras decimales. Sin embar¬ 
go, en este texto, por comodidad y espacio las respuestas de los calculos se redondearan a 
cuatro cifras decimales. 

La curva adoptada por un cable telefonico o una cuerda larga que cuelga sobre su 
propio peso entre dos soportes fijos se llama catenaria. La palabra “catenaria” viene del 
termino en latfn para cadena, catena. La forma del famoso arco de entrada en San Louis, 
Missouri, es una catenaria invertida. Puede probarse que bajo ciertas condiciones un cable 
colgante asume la forma de la grafica de la funcion 


fix) = c 


e xlc + e~* /c 


2 


(3) 


donde c es una constante positiva que depende de las caracterfsticas fisicas del cable. Las 
funciones como (3) constan de ciertas combinaciones de e K y e~ x , y aparecen en tantas apli- 
caciones que los matematicos les han dado nombres. En particular, si c = 1 en(3), la funcion 
f definida por 


fix) 


e x + e~ x 
2 



e x + e x 



se llama el coseno hiperbolico. Su grafica, una catenaria, se muestra en la figura 8 y puede 
obtenerse con la suma de las coordenadas en y. 


EJERCICIO 5.1 


En los problemas del 1 al 20, grafique la funcion dada. 


i. m = 2 x 

2. fix) = 2~ x 

3. fix) = -2 x 

4. fix) = -2- 

5. fix) = 2 X+1 

6. fix) = 2 2 ~ x 

7. fix) = 3 • 2 X 

8. fix) = 2^ 

9. fix) = (2 X ) 2 

10. fix) = 2 <1_ 

11. fix) = 2~* 2 

12. fix) = x2 x 

13. fix) = 2W 

14. fix) = 2"W 

is. fix) = dr 

16. fix) = (if 

17. fix) = 3* - 3 

18. fix) = 3~ x 


19. fix) = 3“ x+1 20. fix) = 3* + 3~ x 


En los problemas del 21 al 38, conteste verdadero o falso. 


21. 

2* ■■ 

= 4 X _ 

22. 

2~ x = 

nr — 

23. 

2 x-\ 

1 = i(2 x ) — 

24. 

2~ x = 

( 2 T 1 — 

25. 

2 X ■ 

2 > = 4* + > _ 

26. 

y ■ 4 X 

= 12 1 _ 

27. 

2 ix ■ 

2 2x = 2 Sx _ 




28. 

2 X 3 

- 2 _x = (2 + 2~ 

l f-- 


/ t \2 

29. 

2 ^ ; 

= (2 X ) 2 — 

30. 

2~J = 

■a)- 

31. 

2 ^ 

2 X 

= 2 X _ 

32. 

MlW 

II 

3 X ■ 2~ x _ 

33. 

4^/2 

= 2 X _ 

34. 

2~ x = 

2}l x _ 
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35. 2 X -' = (2V 1 _ 36. 2 W = \T\ _ 

37 . 2 3+3x = 8 I+Jr _ 38. <?' + e~ x = e° _ 

En los problemas del 39 al 42, la grafica de una funcion expo- 
nencial fix) = b* pasa por el punto dado. Encuentre f. 

39.(3,216) 40. (-1.5) 

41. (-1, e 2 ) 42. (2, e) 

En los problemas 43 al 48 encuentre los intersectos en x y en y de 
la grffica de la funcidn dada. No grafique. 


En los problemas 51 al 54, utilice las gr&ficas para determinar 
el numero de soluciones de cada ecuacion. No trate de resolver 
la ecuaci6n. [Sugerencia: tome el lado derecho de la ecuaci6n 
como fix) y el izquierdo como gix )\. 

51. 2 X = 3 - y 2 

52. 4~ x = 2x + 4 

53. e x — x 

54. 2 ^ = 2- x + 2 

En los problemas 55 y 56 determine el rango de la funcion dada. 


43. fix) = 2 1 - 4 

44. fix) = 3^+9 

45. fix) =xe x + V 1 

46. fix) = x 2 2' - 2' 


47. fix) = x 8 1 + 5x 2 8' + 6y8‘ 

„ 2* - 6 + 2 3 x 

48. fix) =-—- 

x + 2 


49. Encuentre una ecuacion de la recta que se muestra en la figu- 
ra 9. 



FIGURA 9 


55. fix) = 5 + KV 56. fix) = 4 - 2~ r 

57. Grafique la funcion fix = (e* - e~ x )/2. La funcion / se Mama 

seno hiperbolico. 

58. La grafica de la funcion 

fix) = ae- be ~ c ' 

se llama curva de Gompertz y se presenta en algunos estudios 
empresariales y de poblacion. Disene una grafica de/en cada 
uno de estos casos. 

(a) a = 5, b = 1, c = 1 

(b) a = 10, b = 1, c = -1 


En los problemas 59 al 66 utilice una calculadora para expresar 
el numero dado en cuatro cifras decimates. 

59. (a) 4' 7 ; (b) 4* 73 ; (c) 4 * 732 ; (d) 4 1 7321 ; (e) 4 %/3 

60. (a) 2 2 7 ; (b) 2 2 71 ; (c) 2 2 718 ; (d) 2 2 7182 ; (e) 2‘ 

61. 8 3/7 

62. _ 

63. V*T+ V5 

64. (V2 + V6) 2/V3 

65. r 002589 

66 . iVef A 


50. Encuentre el area de la region sombreada en la figura 10. 


y 



FIGURA 10 


67. Sea/la funcion definida por 

/w = (V)'. 

donde n es un entero positivo. Llenando la siguiente tabla, 
verifique que fin) —e cuando n 


n 

fin) 

i 

2.0000000 

10 

2.5937425 

100 


1,000 


10,000 


100,000 


1,000,000 


10,000,000 
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es el exponent a\ ^ ■» b 

valabra “exponents”por la palabra ^OgaritmO^podSUB^ 


refonr»ular'(4) 


<3«tccaa«fe c 

c r vi"'"'"” 


ISA 




v ^werii 

Ill invert, P V. E- «"* ** ' 


La (hacKn to^aritmica con bast b. 


fix) = log* X 

es la inversa de la funcidn exponencial con base b. 


Recordemos de la seccion 3.7 que la grafica de una funcion inversa puede obtenerse re- 

/7ej<mdoJ<ig/<j//a>defefv/?c/(?/70/7g//72Je/}J#/VCf2 / =X Esl2 tfr/J/CJS£ Utifi/d fflfi- 
gura 11(a) para obtener la grafica dey = log h x para b> 1. La griftca dey - log b x para 
0 < b < 1 se muestra en la figura 11(b). 


(a) b > 1 


PROPIEDADES DE LA FUNCION LOGARITMICA 

Como sc ye en la figura 11,1a funcidn logaritmica f con base b tiene las siguientes propie- 
dades: 

• El dominio de /es el conjunto de los numeros reales positivos. 

• El rango de/es el conjunto de los numeros reales. 

• El intersecto en x para la grafica de/es 1. La grafica de/no tiene intersecto en y. 

• El eje y es una asintota vertical de la grafica de /. 

• La funcion/es creciente en el intervalo (0, °°) si b > 1 y decreciente en el intervalo 
(0, oo) si 0 < b < 1 . 

• La funcion/es uno a uno. 


t 

= b' 

I s 

*y 

y = x 
/ 

/ 

, / 

/ 

/ 

l\ * 

/ 

/ 

NT = log*x 

( 

b) 0 < b < 1 

FIGURA 11 
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Yaquelas dosecuaciones y = log^x y b y = x son equivalentes, podemosutilizarlaque 
sea mas conveniente. La siguiente tabla enumera varios ejemplos de enunciados exponen- 
ciales y logarftmicos equivalentes. 


FORMA LOGARITMICA 

FORMA EXPONENCIAL EQUIVALENTE 

log 3 9 = 2 

VO 

II 

w 

logio 0.0001 = -4 

0.0001 = 10“ 4 

logs 4 = £ 

4 = 8 2/3 


De (5) se deduce que 


log b b = 1 (6) 

y log b 1=0 (7) 

yaqueb 1 = by b° = 1, respectivamente. Tambien debe notarse que log b x no tiene sentido 
para x =£ 0, pues no hay exponente y para el que b y 0. El resultado en (7) confirma que 1 es 
el intersecto en x de la gr£fica de una funcion logantmica/(x) = log*, x. 


EJEMPLO 1_ 

Despeje las incognitas. 

(a) log 2 8 = y (b) log 4 x = -i (c) log* 25 = 2 

Solucion. En cada caso utilizamos la forma exponencial equivalente, dada, en (5): 

(a) log 2 8 = y es equivalente a 

2 y = 8 
= 2 3 

Asf concluimos que y = 3. 

(b) log 4 jc = —i es equivalente a 

4 -1 / 2 = x 

asi que x = 1/4 1/2 = 

(c) log b 25 = 2 es equivalente a 

b 2 = 25 
= 5 2 

y asf encontramos que b = 5. 


Remplazandoy = log*xpor laecuacionequivalente x = b y , obtenemosuna importante 
identidad: 


x = b' ogi x 


( 8 ) 


EJEMPLO 2_ 

(a) 3 log3 7 = 7 (b) 10 logl ° 52 = 5 2 
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LEYES DE LOS LOGARITMOS 

Las siguientes tres propiedades o leyes de los logaritmos son, simplemente, una reformula- 
cion de las leyes de los exponentes. 



Para verificar estas leyes utilizamos la iaentidad (8) para escribir dos numeros positi¬ 
ves cualesquiera M y N como 

M = b' agb M y N = b' ogb N 
de forma que MN = b' ogb M • b logb N 

0 MN = £logi M+logt N 

De (5) vemos que el ultimo enunciado exponencial es equivalente al enunciado logantmico 


que es la ley (i). 
Similarmente, 


y 


log* MN = log fc M + log* N 

M _ b ]ogbM 

~N ~~ b' ogb N 

— ^log b M—\ogb N 

N c = (b' ogh N f 

_ foe ,0 8 t N 


son equivalentes a las leyes (ii) y (iii), respectivamente. 


EJEMPLO 3_ 

Simplificar \ log 9 36 + 2 log 9 4 - log 9 4. 

Solucion Hay varias formas para resolver este problema. Notese, por ejemplo, que el 
segundo y tercer terminos pueden combinarse asf: 

2 log 9 4 — log 9 4 = log 9 4 

De manera altema, podemos utilizar la ley (iii) seguida por la ley (ii) para combinar estos 
terminos: 

2 log 9 4 - log 9 4 = log 9 4 2 - log 9 4 
= log 9 16 — log 9 4 
= log 9 ¥ 

= log 9 4 

En consecuencia, i log 9 36 + 2 log 9 4 - log 9 4 = log 9 (36) 1/2 + log 9 4 < C ^P or( + i ) 

= log 9 6 + l ogo 4 
= logo 24.< ^Por(i) 
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EJEMPLO 4___ 

Si log* 2 = 0.3010 y log* 3 = 0.4771, halle el valor de: 

2 

(a) log* 6 (b) log* — 

(c) ~ gfc 2 (d) log* 64 

log* 3 

(e) log* vTs 


Solucion Utilizamos las leyes (i) a la (iii) para escribir cada uno de los logaritmos dados 
en terminos de log* 2 y log* 3. 


(a) log* 6 = log* (3 • 2) 

= log* 3 + log* 2 
= 0.4771 4- 0.3010 
= 0.7781 

(b) log* f = log* 2 - log* 3 

= 0.3010 - 0.4771 
= -0.1761 


<^ j For (j) { 


For (ii) 


(c) Dividiendo 

log* 2 = 0,3010 
log* 3 0.4771 

= 0.6309. 


(d) log* 64 = log* 2 6 __ 

= 6 log* 2 <r n Por (iii) 

= 6(0.3010') 

= 1.8060 


(e) log* \/l8 = log* (18) 1/3 

= 3 log* 18 O’or H 

= i log* (2 • 3 2 ) 

= Mlog* 2 + log* 3 2 ] < j >1 

= 3 [log* 2 + 2 log* 3] P»r (»i) 
= |[0.3010 + 2(0.4771)] 

= 0.4184 


Nota de advertencia: observe que la ley (ii) de los logaritmos no se puede aplicaren la parte 
(c) del ejemplo 4. En otras palabras, un cociente de logaritmos no es la diferencia de los 
logaritmos. Tambien debe tenerse en cuenta que 

log* (M + AO # log* M + log* N 

En general, no hay forma de expresar log* (M + N) en terminos de log* M y log* N. 

GRAFICAS 

En los siguientes tres ejemplos examinaremos las graficas de algunas funciones que tienen 
que ver con logaritmos de base 10. 
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EJEMPLO 5__ 

Graficar f(x) — Iog to x 


Solucion. La siguiente tabla muestra los valores correspondientes de y para valores esco- 
gidos de x. Utilizando los puntos (1,0), (10, 1) y (100, 2) y el conocimiento de la forma 
basica de la grafica de un logaritmo como en la figura 11(a), obtenemos la grafica que se 
muestra en la figura 12. 


— 

X 

J{x) 

0.001 

-3 

0.01 

-2 

0.1 

-1 

1 

0 

10 

1 

100 

2 

1000 

3 


FIGURA 12 



EJEMPLO 6__ 

Grafique f(x) = log, 0 (x + 10) 

Solucion. El dominio de esta funcion esta determinado por la condicion de que x + 10 > 0, 
ox> — 10. Tambien por la seccion 3.6sabemos que la grafica de la funcion es la de la figu¬ 
ra 12 trasladada diez unidades hacia la izquierda. Con esta informacion y la tabla anexa 
obtenemos la grafica de la figura 13. 



X 

m 

-9 

0 

0 

i 

90 

2 


FIGURA 13 


EJEMPLO 7 


Grafique fix) = log 10 |*|. 

Solucion. Ya que IjcI > 0 para x f 0. el valor absoluto amplfa el dominio de la funcion 
logaritmica dada a todos los numeros reales con exception de x = 0. Ademas, ya que 

/(-*) = log io l-xt = log io lx I =/(x) 

vemos que/es una funcion par; en consecuencia, su grafica es simetrica con respecto al eje 
y. Ahora la parte de la grafica de/para x > 0 es identica a la grafica de la figura 12. 
Obtenemos una parte de la grafica de/para x < 0 por simetrfa. (Vease figura 14). 
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LOGARITMOS COMUNES Y NATURALES 

Como vimos en la definicion 2, la base b de una funcion logaritmica puede ser cualquier 
numero real positivo diferente de 1. En la practica. sin embargo, dos de las bases mas 
importantes sonb = 10y b = e = 2.718281828459... Los logaritmos con b = lOse conocen 
como logaritmos comunes y los logaritmos con b = e se llaman logaritmos naturales. Es 
usual ademas escribir el logaritmo natural 

log,, x asf In x 

El simbolo “In jc" suele leerse foneticamente “ele ene de.r". Yaque b = e > 1,1a graficade 
f(x) = In .rtiene la forma logaritmica de la figura 1 1(a) (vease figura 15). Para la base e, (5) 
llega a ser 

y = In r es equivalente a .r = e y 

Tambien (8) llega a ser 



(b) Utilizando la tecla 1 1 n | vemos que 


In 123 ~ 4.8122 


FORMULA DE CAMBIO DE BASE 

Es posible expresar un logaritmo de base a en terminos de logaritmos de base b. Para ello, 
supongamos que 

y = log,, x asf que _r = a y 


Tomando el logaritmo de base b de ambos lados de la ultima ecuacion vemos que 


log,, x = log/, d> 
= v log/, a 
log/, x 

o v =- 

log,, a 


Pero ya que y = log,, .r obtenemos la formula de cambio de base: 


log* x = 


log^ -r 
log* a 


(9) 


j 

i. 


i 
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EJEMPLO 9_ 

Encuentre el valor de log 2 50- 


Solucion. Podemos utilizar la formula de cambio de base para convertir el logaritmo dado 
a base 10 o a base e. Si escogemos la base 10, (9) nos indica 


log 2 50 = 


log io 50 
log io 2 


Utilizando la tecla | log | para calcular los dos logaritmos y luego dividiendo, tenemos la 
aproximacion 


log 2 50 = 5.6439 


Solucion alterna. Si escogemos base e, (9) nos indica 


log 2 50 = 


In 50 
In 2 


y utilizando la tecla 11 n encontramos 


log, 50 = 5.6439 

Podemos verificar la respuesta del ejemplo 9 en una calculadora utilizando la tecla ] y * | 
Registramos y = 2 y x = 5.6439 para obtener 


2 $.6439 ^ 50 


USO DE LA CALCULADORA 

En el ejemplo 9 suponemos que log i0 50 y log i0 2 se calculan en cuatro cifras decimales con 
los siguientes resultados escritos: 

login 50 1.6990 
Tog l0 2 0.3010 

Si estos numeros se vuelven a registrar en una calculadora y se dividen, obtenemos 5.6445 y 
no 5.6439, como una aproximacion para log 2 50. En la solucion log, 0 50 y log| 0 2 se compu- 
taron y almacenaron en la calculadora y luego se dividieron. La razon de esta diferencia en 
las dos respuestas es que la calculadora, en realidad, trabaja internamente con los valores de 
los logaritmos hasta ocho o mas cifras significativas, aunque muestre una cantidad menor. 
En otras palabras, es posible hacer todas las operaciones en la calculadora sin estar tomando 
nota de los resultados intermedios. Usted lograra una mayor precision en la respuesta de esta 
manera. 


En los problemas 1 al 12, escriba el enunciado exponential 
dado en la forma logaritmica equivalente. 

1 . 4 - 1/2 _ j 2. IO 03010 = 2 

3. 9° = 1 4. (3 2 )- 2 = A 

5. 10* = Jt 6. r s = v 

7. ( A )" 1/2 = 8 

8. (a + b) 2 = a 2 + lab + b 2 


_^_^_^_EJERCICIO 5.2 

9 . 36-V 2 = jb; 10. 10-3 = o 00 ! 

11 . 8 2/ 3 = 4 12. e l = e 

En los problemas 13 al 24, escriba el enunciado logaritmico, 
dado en la forma exponencial equivalente. 

13. log 3 81=4 14. log 2 32 = 5 

15. log l0 10 = 1 16. log, 7 17 5 = 5 
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17. log 5 A =^2 
19. log, 6 2 = i 
21 . log/, b 2 = 2 

23. In 1 = 0 


18. log,/! 2 = 2 
20. log, 4 = -4 
22. log,, «-= v 
24. In (1/e) = -1 


En los problemas 25 al 36, encuentre el valor de los logaritmos 
dados, sin utilizar calculadora. 


25. log l0 (0.000001) 
27. log 2 (2 2 + 2 2 ) 
29. log64 A 
31. log i /2 16 
33. log 5 / 2 i A 
35. In e f 


26. log 4 <h 
28. log, \/49 
30. logv) 9 
32. Iog 8 I 
34. log 6 216 
36. In (ee 2 e 3 ) 


En los problemas 37 al 48, despeje las incognitas. 


37. log* 125 = 3 
39. log, 343 = x 
41. log 2 (\/N) = 5 
43. 2 log, N = 1 
45. log, A = * 

47. VlnA = 3 


38. log 10 N = -2 
40. log 5 25 c = 4 
42. log,, 6 = -1 
44. log 2 4 -3 = x 
46. logio (tA®)' = 1 
48. In (A/2) = 4 


En los problemas 49 al 52, encuentre el numero dado sin utili¬ 
zar calculadora. 

49. I 0 lugl “ 62 

50. 25 log5 8 

51. e _ln 7 

52. ( V ^)' n9 

En los problemas 53 al 64, utilice logj, 4 = 0.6021 y log/, 5 = 0.6990 
para evaluar el logaritmo dado. 


En los problemas 71 al 84, grafique la funcion dada y encuentre 
su dominio. 


71. fix) = log 2 x 

73. fix) = log 2 |x| 

75. fix) = log, (x - 3) 
77. fix) = log 4 (x + 1) 

79. fix) = log 2 2x 
81. fix) = - 1 + log 2 x 
83. fix) = log j /2 x 


72. fix) = log 4 x 

74. fix) = log, — 
x 

76. fix) = log, (3 - x) 
78. fix) = log 4 \x + 11 
80. fix) = log 2 Vx 
82. fix) = 1 - log, x 
84. fix) = log i /4 2x 


En los problemas 85 al 88 , use la formula de cambio de base (9) 
y la tecla lloql para encontrar el valor de los logaritmos dados. 


85. log, 23 86. log 3 1000 

87. 2 In 6 88. -log i/2 18 


En los problemas 89 al 92, utilice la formula de cambio de base 
(9) y la tecla 1 1 n | para encontrar el valor del logaritmo dado. 

89. logs 16 

90. log 4 537 

91. log 10 265 

92. log 2/ , 41 


93. El logaritmo desarroliado por John Napier fue en realidad 

10’ 1°S„, 

Utilice la formula de cambio de base (9) para expresar este 
logaritmo en terminos del logaritmo natural. 

94. Demuestre que (log,, b)( log/, a) = 1. 


53. log,, 2 

54. log„ 20 

55. log* 64 

56. log,, 625 

57. log* V5 

58. log* f 

59. log* V4 

60. log,, 80 

61. log/, 0.8 

62. log/, 3.2 

63. log 4 b 

64. logs 5b 

En los problemas 65 al 70, simplifique y reduzca la expresion a 
un solo logaritmo. 

65. logio 2 + logio 5 

66. i log, 49 — h log 5 8+13 log 5 1 

67. log| 0 (x 4 - 4) - log| 0 (x 2 + 2) 

68. log,o ) - 2 log, 0 x 3 + log 10 y -4 

69. log, 5 + log 2 5 2 + log 2 5 3 - log 2 5 6 

70. 5 In 2 + 2 In 3 - 3 In 4 


95. oCual de las siguientes ecuaciones determina la grafica que se 
indica en la figura 16? 

(a) y = 2x + 1 (b) y = 10 + x 2 

(c) y = lOx 2 (d) x 2 y = 10 



FIGURA 16 


www.elsolucionario.net 



FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS 


253 



Ecuaciones exponenciales y logaritmicas 


ECUACIONES EXPONENCIALES 

Consideremos lafuncion P(t) =1,000(3) . Cuandor = 1, vemosqueP(l)=l ,500. Suponga- 
mos que ahora cambiamos el problema: para un valor dado de P, encontremos el valor 
correspondiente de t. Por ejemplo si P = 2,250, debemos resolver la ecuacion exponencial 

2,250=1,000(3)', o (3)'= 2.25 

para encontrar el valor de la variable /. Escribiendo la ultima ecuacidn en una forma logarft- 
mica equivalente. tenemos 


t = log 3/2 2.25 
= log 3 /2 I 
= logs/2 (i) 2 
= 2 log 3/2 (|) 
= 2 


EJEMPLO 1_ 

Resuelva 4* 2-1 = 

Solucion Si escribimos la ecuacion dada en forma logaritmica, tenemos 

x 2 - l = log 4 1 

Pero log 4 5 = -5, ya que 4“ 1/2 = Por tanto, 

x 2 - 1 = -i 
x 2 = i 
x = ± V| 

Prueba: 4 <VT72)! “' = 4" 1/2 = i y 4<“ VI72)2 - 1 = 4" 1/2 = l 


EJEMPLO 2_ 

Resuelva 4* = 69. 

Solucidn. Escrita en forma logantmica, la ecuacion tiene la siguiente solucion 

x = log 4 69 

Ya que las calculadoras cientfficas solo usan logaritmos comunes y naturales, entonces no 
podemos dar un valor numerico inmediato para log 4 69. Sin embargo, podemos salir de este 
pequeno dilema utilizando logaritmos de base 10 y la formula de cambio de base (9): 
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x 


log 4 69 = 


log 10 69 
logio 4 


Ahora podemos obtener con la calculadora: x = 3.0543. 


Solucibn alterna. Tomando el logaritmo de base 10 de ambos lados de la ecuacidn 4* = 69, 
vemos que 


logio 4* = logio 69 
X log,o 4 = log,o 69 
logio 69 

X — - 

logio 4 


3.0543 


EJEMPLO 3_ 

Resuelva 5* - 5~ x = 2 

Solucion Ya que 5~ x = 1/5*, la ecuacion es 



Multiplicando ambos lados por 5' tenemos 

(5*) 2 - 1 = 2(5*) 

o (5*) 2 - 2(5*) -1=0 

Esta ultima ecuacion puede interpretarse como una ecuacion de segundo grado en 5*. Utili- 
zando la formula de segundo grado para resolver para 5 X , tenemos 

2 ± V4 + 4 

y =-2- 

= 1 ± V2 

Pero como 5* siempre es positivo, debemosrechazarel numero negativo 1 - V2. En con- 
secuencia, 

5* = 1 + V2. (10) 

Tomando el logaritmo de base 10 de ambos lados, tenemos 

log, 0 5* = logio (1 + V2) 

X log,o 5 = logio (1 + V2) 

log,o(l + V2) 

X = - 

logio 5 

x = 0.5476 (11) 


En los ejemplos 2 y 3 pudimos utilizar el logaritmo natural en lugar del logaritmo comun 
para hallar x. Porejemplo, tomando el logaritmo natural de ambos lados de (10), tenemos 
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In (1 + V2) 

In 5 

Usted debe verificar en unacalculadora que el resultado sea el mismodel obtenido en (11). 

EJEMPLO 4_ 

Resuelva <? 4 ' = 23. 

Solucion. Tenemos At = In 23 

t = i In 23 

Utilizando una calculadora encontramos 

/ = 0.7839 


Como una funcion exponencial f(x) = If es uno a uno, una ecuacion como 

tf' = b X2 implica que x, — x 2 (12) 


EJEMPLO 5_ 

Resuelva 7 2u+l) = 343 

Solucion. Observando que 343 = 7 3 , tenemos la misma base en ambos lados de la ecua¬ 
cion: 

-j2(x+ 1) _ -j3 

De esta forma basandonos en (12) podemos igualar exponentes: 

2(x + 1) - 3 
2jc + 2 = 3 
2x = 1 
x — 2 


ECUACION ES LOGARITMICAS 

Aprovechando el hecho de que Ios enunciados If = x y y = log b x son equivalentes, tambien 
podemos resolver ciertas cuestiones que tienen que ver con logaritmos. 

EJEMPLO 6_ 

Resuelva Iog 10 (2x + 50) = 2. 

Solucion . La ecuacion puede escribirse de manera equivalente as(: 

2x + 50 = 10 2 

o 2x 4 50 = 100 

2x = 50 
x = 25 

Usted debe verificar esta solucion. 
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EJEMPLO 7_ 

Resuelva log 2 x + log 2 (jc - 2) = 3. (13) 

Solucion. Basandonos en la ley (i) de la seccion 5.2, podemos escribir la suma de logarit- 
mos como un solo logaritmo: 


log 2 x(x - 2) = 3 

En consecuencia, tenemos x(x — 2) = 2? 

x 2 - 2x = 8 
jc 2 - 2jc - 8 = 0 
(jc - 4)(x + 2) = 0 

Concluimos que x puede ser igual a 4 o a —2. Sin embargo, x = — 2 debe desecharse ya 
que log 2 x en (13) no esta definido para x =£ 0. De esta forma, la unica solucion de la ecuacion 
es x = 4. 

Prueba: log 2 4 + log 2 2 = log 2 2 2 + log 2 2 

= 2 log 2 2 + log 2 2 
=2+1=3 


EJEMPLO 8_ 

Resuelva log 3 (7 - x) - log 3 (1 — jc) = 1. (14) 

Solucion. Basandonos en la ley (ii) de la seccion 5.2, podemos escribir la ecuacion asf: 


1 -x 

log 3 -- = 1 


de forma que 


1 - JC 

1 - x 
1 - jt 


■= -ji 


Multiplicamos la ultima ecuacion por 1 - x y despejamos jc: 


7 - jc = 3(1 - jc) 

7 — x = 3 — 3x 
2x = —4 
x = — 2 

En este momento nodebemosconcluirque.r = ^2 noesuna solucion de (14) simplemente 
porque es negativa. En realidad jc = -2 si es una solucion, pues 

log 3 (7 - (-2)) - log 3 (1 - (-2)) = log 3 9 - log 3 3 

= log 3 l 
= log 3 3 

= 1 
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Recordemos que/(x) = log*x tambien es una funcidn uno a uno. Asf que 

log* Xj = log* x 2 implica que x, = x 2 (1*) 


EJEMPLO 9_ 

Resuelva 2 log 2 x + 3 log 2 2=3 log 2 x - log 2 33 , 

Solution. Primero, reformulamos cada lado de la ecuacion como un solo logaritmo: 
log 2 X 2 + log 2 2 3 = log 2 X 3 - log 2 £2 

X 3 

log 2 2 3 X 2 = Iog 2 

log 2 8 x 2 = log 2 32x 3 
Entonces, resulta de (15) que: 

8 X 2 = 32X 3 

8 x 2 - 32x 3 = 0 
8 x 2 ( 1 - 4x) = 0 

de esa forma, x puede ser 06 Pero log 2 x no se define por x = 0, por tanto, la unica 
solucion posible es x = 3. 

Solution alterna: segun el algebra, la ecuacion original puede escribirse asi: 

3 log 2 2 + log 2 j 2 = log 2 x, 

ya que 3 log 2 x — 2 log 2 x = log 2 x. Luego encontramos 

log 2 8 + log, = log 2 x 

log 2 £2 = log 2 X 

log 2 7 = !og 2 x. 

En este caso. (15) nos indica quex = j. Lo importante aquf es que dependiendo del metodo 
que se utilice, usted puede introducir soluciones extranas 


EJERCICIO 5.3 


En los problemas 1 al 22 resuelva la ecuacion exponencial dada. 


1. 5‘ -2 = 1 
3. 10 2r = 


1 


10,000 
5. 5 - 10 2 “ = 0 
7. e 5x ~ 2 = 30 
9. 2' + 2~ x = 2 

11 . V 2 = 8 11- 3 

1 \ -x+2 

‘ = 8 ( 2 jr ' 1 ) 3 


13 ‘ »2 


2. y = 27 r 

gZt-l 

4. 27-' = — 

6. l~ x = 9 
8. 4 log2V = 9 
10. e' - e ' = -1 

12. -(10“ i,r ) - 25(10') = 0 
4 

14. 6 2 ' + 6' - 6 = 0 


15. y = (2 va ~ 2 - 1)“‘ 

17. 5 |thl = 25 

19. 4* = 5 2jr+l 

21. (5 V ) 2 - 26(5") + 25 = 0 


18- (^> r! - 77TT = 0 

20. y +4 = r ~ 16 

22. 64' - 10(8') + 16 = 0 


En los problemas del 23 al 42 resuelva la ecuacion logaritmica 
dada. 

23. log 3 5x = log 3 160 24. ln(10 + x) = In (3 + 4x) 
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25. log 2 x *= log 2 5 + log 2 9 
27. log, 0 -y = 2 

X 

29. Iog 2 (log 3 a) = 2 
31. log 3 81' - log, 3 2 ' - 3 

33. logm x = 1 + log l0 V* 

34. iog 2 (i - 3) - log 2 (2x + 1) = -log 2 4 

35. log 2 x + log 2 (10 — _v) = 4 

36. log 8 x + log 8 Me 2 = 1 

37. log 6 2x - log 6 (x + 1) = 0 

38. logm 54 - log )0 2 = 2 log,,, x - log,,, Vx 

39. logy Vi Ox + 5 - y = logy Vx + I 

40. log,,, a 2 + logm a 3 + log,,, x J - log,,, Jr 5 = logm >6 

41. log 4 x 2 = (log 4 x) 2 

42. (log,,, x) 2 + log,,, v = 2 


26. 3 log g x = logs 36 + 
logs 12 - log 8 2 

28. log, Vx 2 + 17 = 2 

30. logs 11 — x| = I 
log 2 8' _ _l_ 
log 2 7 2 


Gn I os problemas 43 al 44 resuelva la ecuacion dada. 


43. 


44. r ,ogl ° ' 


1000 


En los problemas 45 al 50 grafique las funciones dadas. Deter¬ 
mine la coordenada x (aproximada) de los puntos de intersec- 
cion de sus graficas. 


51. Los investigadores medicos utilizan la formula empirica 

logm A = -2.144 + (0.425) logm m + (0.725) log, 0 h 

paracalcularel areade lasuperficiede un cuerpo A (medidaen 
metros cuadrados), dado el peso de una persona (en kilogra- 
mos) y su altura (en centfmetros). 

(a) Calcule el area de la superficie del cuerpo de una persona 
cuyo peso es de 70 kg y mide 175 cm. 

(b) Determine su peso y altura y calcule el area de la superfi¬ 
cie de su cuerpo. 

52. Una formula empirica descubierta por DeGroot y Gebhard re- 
laciona el diametro d de la pupila del ojo (en mil(metros) a la 
luminancia B de una fuente de luz (medida en mililamberts, 
mL): 

logm d = 0.8558 - 0.000401(8.1 + logm S) 3 
(Vease figura 17). 



FIGURA 17 


45. fix) = 4e ', 

46. fix) = 2', 

(a) 

Six) - 3 ' 

g(x) =3-2' 

47. fix) = 3'\ 

48. fix) = | • 2'\ 



3 

(b) 

g(x) = 2(3') 

g(x) = 2'’ - 1 


49. fix) = log,,, —, 

50. fix) = logm 7T. 


JC 

2 

(c) 

g(x) = log,,, x 

g(x) = log 2 X 



El promedio de luminancia del cielo despejado es de, aproxi- 
madamente, 255 mL. Encuentre el correspondiente diametro 
de la pupila. 

La luminancia del Sol varfa de aproximadamente 190,000 mL 
al amanecer a 51,000,000 mL al mediodia. Encuentre los 
correspondientes diametros de la pupila. 

Encuentre la correspondiente luminancia para una pupila de 
diametro de 7 mm. 


■ 4 Aplicaciones 

Una forma de la funcion exponencial dada por 

fit) = Cb k ' (16) 

donde C, b y k son constantes, juega un papel importante para describir muchos y diversos 
fenomenos en ciencia, ingenieria y en negocios. 
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CRECIMIENTO / 

«e 

En biologfa la formula (16) se utiliza con frecuencia como modelo matematico para descri- 
bir el crecimiento de poblaciones de bacterias, de pequenos animales y, en algunas circuns- 
tancias, de humanos. 


EJEMPLO 1_ 

La poblacion P en una comunidad despues de t anos se da por 

P(t) = 1,000 (I)' 

(,La poblacion crece o decrece con el incremento del tiempo?, ^cual es la poblacion inicial?, 
<,cual es la poblacion despues de 1, 2 y 5 anos? 

Solucion. Podemos pensar en P(t) como un multiplo constante de (1)'. Yaquel,000>0y 
b = f > 1, la poblacion aumenta a medida que lo hace el tiempo. La poblacion inicial se da 
cuando t = 0: 

P( 0) =1,000(1)° = 1,000 
Tambien P(l) =1,000(1)* =1,500 

P( 2) =1,000(1) 2 =1.000(f) = 2,250 
P( 5) =1,000(f) 5 =1,000(W) =7,594 


A comienzos del siglo XIX el religioso y economista ingles Thomas R. Mai thus (1776- 
1834) utilizo la funcion P(t) = Poe kl , k > 0 como modelo matematico para pronosticar la 
poblacion mundial. Para unos valores especfficos de P 0 y k, los valores funcionales Pit) 
eran, en realidad, aproximaciones razonables a la poblacion mundial durante el siglo 
XVIII. Como Pit) es una funcion creciente, Malthus predijo que el futuro crecimiento de la 
poblacion sobrepasarfa la capacidad mundial para producir alimentos. En consecuencia, 
Malthus tambien predijo las guerras y hasta las hambrunas mundiales. Siendo mas adivino 
que profeta, Malthus no pudo prever que el abastecimiento de alimentos igualarfa el ritmo 
de crecimiento de la poblacion, gracias a los avances simultaneos en ciencia y tecnologfa. 

Un modelo mas realista para predecir las poblaciones en pequenos paises fue perfec- 
cionado por el matematico y biologo belga P.F. Verhulst en 1840. La llamada funcion 
logistica 


Pit) = 


_ aPo _ 

bP 0 + (a - bP 0 )e~ a ‘ 


(17) 


donde a, by P 0 son constantes, tambien ha demostrado ser bastante certera para describir 
poblaciones de protozoos, bacterias, insectos de las frutas, insectos acuaticos y animales 
que viven en espacios limitados. Aunque (17) es una funcion creciente, la grafica de P 
contiene asfntotas horizontales en P = 0 y P = alb. De esta forma, en contraste con el 
modelo maltusiano, las poblaciones pronosticadas por (17) deben presentar un crecimiento 
limitado, es decir, no creceran mas alia de cierta cantidad. Este crecimiento inhibido podrfa 
sercausado por depredadores, superpoblacion, competencia por el alimento, polucion, pla- 
nificacion familiar, etc. Grafique un caso especial de (17) en el problema 45. 


DESINTEGRACION 

El elemento 88, mejor conocido como radio, es radiactivo. Esto significa que los atomos de 
radio se desintegran espontaneamente, emitiendo una radiaci6n en forma de partfculas alfa, 

/ 
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beta o rayos gama. Cuando un atomo se desintegra de esta manera, su nucleo se transforma 
en el nucleo de otro elemento. El nucleo de un atomo de radio en desintegracion se transfor¬ 
ma en el nucleo de un atomo de radon. La funcion exponencial (16) tambien puede servir 
como modelo matematico para aproximar la cantidad que queda de un elemento en proceso 
de desintegracion mediante la radiactividad. 


EJEMPLO 2_ 

Supongamos que hay 20 gramos de radio disponibles inicialmente. Despues de t anos la 
cantidad restante es dada por 

A{t) = 20c -0 ' 000418 ' 

Encuentre la cantidad de radio que queda despues de 100 anos. ^Que porcentaje de los 20 
gramos se habra desintegrado despues de 100 anos? 


Solucion. Utilizando una calculadora, encontramos que 
A(100) = 20e“ 0OOO4l8(l0O) 

= 19.1812 g 

En otras palabras, despues de 100 anos solo 


20 - 19.182 

-x 

20 


100% = 4.1% 


de la cantidad inicial se ha desintegrado. 


VIDA MEDIA 

La vida media de un elemento radiactivo se define por el tiempo que se tarda la mitad de 
ciertacantidad de ese elemento en desintegrarse.y transformarse en un nuevo elemento. La 
vida media es la medidade la estabilidad del elemento, es decir, cuanto mas corta sea la vida 
media, mas inestable es el elemento. Por ejemplo, la vida media del altamente radiactivo 
estroncio 90, Sr-90, es de 29 di'as, mientras que la vida media del isotopo del uranio U-238 
es de4,560millones de anos. La vida media del califomio, Cf-244, descubierto en 1950, es 
solo de 45 minutos. El polonio, Po-213, tiene una vida media de 0.000001 de segundo. 


EJEMPLO 3_ 

Si hay A 0 gramos de radio inicialmente, entonces el ntimero de gramos que quedan t anos 
despues es de \ 

A(t) = /V -0000418 ' 

Determine la vida media del radio. 

Solucion. Debemos encontrar el tiempo en que A = Aq/ 2, es decir, debemos resolver la 
ecuacion 

= Aoe” 0 - 000418 ' 

para t. Dividiendo por A 0 y reformulandola en terminos logaritmicos: 


I 
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o 


In \ 

-0.000418 


Utilizando la tecla [ 1 n | y luego dividiendo obtenemos el resultado de una calculadora: 

t ~ 1,658 anos 


Notese en el ejemplo 3 que la cantidad inicial /4 0 de radio no ha hecho parte del calculo 
real de la vida media. Asf, la vida media de 1 gramo, 20gramoso 10,000 gramosde radioes 
la misma. La mitad de cualquier cantidad de radio tarda 1,700 anos para transformarse en 
radon. 

CARBONO 14 

La edad aproximada de los fosiles puede determinarse por un metodo conocido como car- 
bono 14. Este metodo, inventado por el quimico Willard Libby en 1950, se basaenel hecho 
de que los organismos vivos absorben carbono 14 radiactivo, C-14, a traves de los procesos 
de alimentacion y respiracion, dejando de absorberlo al morir. Como se indica en el siguien- 
te ejemplo, el procedimiento de carbono 14 se basa en que la vida media del C-l 4 es de 5,600 
anos. Libby gano el Premio Nobel en Quimica en 1960 por este trabajo. 


EJEMPLO 4_ 

Se encontro un fosil con 1/1,000 de la cantidad deC-14 que el organismo contem'a mientras 
vivio. Determine la edad aproximada del fosil. 


Solucion. Si habfa una cantidad inicial de/4 0 gde C-14 en el organismo, entonces t anos 
despues de su muerte hay A(t) = A 0 e k ' gramos restantes. Cuando t =5, 600, A(t) = A^2 , y asf 


4q 

2 


A 0 e 


5.600 k 


Resolviendo la ultima ecuacion para k tenemos 


p 5.600 k 


\_ 

2 


y k = 


In j 
5600 


-0.000124 


Asf, A{t) = 0H0124 ' 

Finalmente, para determinar la edad del fosil, despejamos t en la ultima ecuacion cuando 
A(t) = Aq/ 1,000: 


1,000 


= /V- 0 000124 ' 


t = 


i.ooo 

0.000124 


~ 55,708 afios 


CIRCUIT0S 

El circuito en serie que se muestra en la figura 18 consta de un voltaje constante E, una 
inductancia de L henrios y una resistencia de R ohmios. Puede demostrarse que la corriente/ 
se da en cualquier momento por 


L 



R 

FIGURA 18 
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/ = -[1 - e^ R/L)l }. 
R 


EJEMPLO 5_ 

Despejar / segun (18) en terminos de la corriente /. 

Solupibn Segun el algebra, encontramos que 


_ = | _ 

E 

ID 

e -<*IL» = 1 - — 

f 

obteniendo 



(18) 


INTERES COMPUESTO 

Las inversiones, tales como las cuentas de ahorros, pagan una tasa anual de interes que 
puede componerse anual, trimestral, semanal, diaria y asi sucesivamente. En general, si 
una suma de C dolares se invierte con una tasa de interes anual r que se compone n veces al 
ano, entonces la cantidad S incrementada al cabo de t aflos se da por 

5 = c(l+-^) (19) 

S es el valor futuro del capital C. Ahora, si el numero de n crece sin limite, se dice que el 
m teres se compone continuamente. Para encontrar el valor futuro de C en este caso, sea 
m = nlr. Entonces, n = mr y 


( r Y ( 

1 \ mr ' 

1+_ = 

1 + — 

V n> ' 

m> 



A medida que n aumenta sin h'mite, m crece necesariamente sin limite, es decir, n —> °o 
implica que m —* De (2), seccion 5.1 deducimos que cuando 



C\e] r ‘ cuando m 


00 


De esta manera,»si una tasa anual r de interes se compone continuamente, el valor futuro 5 
de un capital C en t anos es de 


5 = Ce n 


( 20 ) 
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EJEMPLO 6_ 

Supongamos que una suma de US$1,000 se deposita en una cuenta de ahorros, cuya tasa de 
interes anual es 9%. Compare el valor futuro de esta suma en 5 anos (a) si el interns se 
compone mensualmente y (b) si el interes se compone continuamente. 

Solucion 

(a) Como el ano tiene 12 meses, identificamos n= 12. Ademas con C = 1,000, r = 0.09 y 
t = 5, (19) llega a ser 

/ 0 09 \ 12(5) 

c= i,ooo(i+—) 

= 1,000(1.0075) 60 

Utilizando la tecla | y x | en una calculadora, obtenemos US$1,565.68 

C= $1,565.68 

(b) Ahora, segun (20) tenemos 

C = UOOOe* 0 - 09 ™ 

= l,000e°- 45 

= $1,568.31 

Acumulando el interes continuo y no mensualmente, hemos ganado US$2.63 en cinco 
anos. 


En los siguientes dos ejemplos observaremos algunas aplicaciones del logaritmo 
comun. 

pH DE UNA S0LUCI0N 

En quimica el potencial de hidrogeno o pH de una solucion se define de la siguiente manera: 

P H= -log l0 [H + ] (21) 

donde el simbolo [H + ] denota la concentracion de iones de hidrogeno en una solucion 
medida en moles por litro. (La escala pH fue inventada en 1909 por el qufmico danes Soren 
Sorensen). 

Las soluciones se clasifican de acuerdo con su valor de pH como acida, basica o neu- 
tras. Cuando 0 < pH < 7 la solucion es dcida ; cuando pH > 7 la solucion es basica (o 
alcalina); y cuando pH = 7, la solucion es neutra. El agua (no contaminada por otras solu¬ 
ciones o lluvia acida) es un ejemplo de solucion neutra, mientras que el jugo de limon no 
diluido es altamente acido y tiene un pH en nivel pH ^ 3. Dejamos como ejercicio (vease 
problema 30) demostrar que una solucion con un pH = 6 es diez veces mas acida que una 
solucion neutra. 

Como lo muestra el siguiente ejemplo, el pH suele calcularse en una cifra decimal. 


EJEMPLO 7_ 

La concentracion de iones de hidrogeno en la sangre de una persona saludable suele ser 
[H + ] = 3.98 x 10 -8 moles/litro. Encuentre el pH de la sangre. 
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Solucion. Segun (21) y las leyes de logaritmos, vemos que 

pH = -log 10 (3.98 x 10' 8 ) 

= -[log,o 3.98 + logio 10 -8 ] 

= — [log l0 3.98 - 8 logio 10] 

= -llogio 3.98 -8(1)]. 


Con la ayuda de la tecla 11 o g | de una calculadora, encontramos que 

pH = -[0.5999 - 8] 

= 7.4 


La sangre humana es casi siempre una solucion basica. El pH de la sangre suele oscilar entre 
el estrecho nivel de 7,2 < pH < 7.6 Una persona que tenga un pH en la sangre por fuera de 
estos limites puede sufrir enfermedades e, incluso, la muerte. 


ESCALA RICHTER 



Los terremotos de magnitud 6 
o mas se consideran 
potencialmente destructives. 


En 1935 el sismologo norteamericano Charles F. Richter (1900-1985) ideo una escala para 
comparar la fuerza de los diferentes terremotos. En la escala Richter la magnitud R de un 
terremoto se define por: 


R = log. 




( 22 ) 


donde A es la amplitud de la onda sismica mayor del terremoto y Ao es una amplitud de 
referencia que corresponde a la magnitud R = 0. 


EJEMPLO 8 


La magnitud del famoso terremoto de San Francisco de 1906 se ha calculado en 8.25 en la 
escala Richter. En 1979 un terremoto de magnitud 5.95 se dio en esta ciudad. ^Cuantas 
veces mas intenso fue el de 1906? 


Solucion. Segun (22) tenemos 


8.25 = logio l — 
\A 0 


Esto significa que 


(—) = 10 8 

'■Ao' 1906 


y 5.95 = log 10 I — 
M 0 


— I = 10 5 95 

Ao ' 1979 


Ahora, como 8.25 = 2.3 + 5.95, se deduce de las leyes de exponentes que 

A 


Ao 


= 10* o 

= 10 2 - 3 • 10 5 95 
A 


= 10 


,2.3 


^0 


1979 


(199.5) 


-) 

aJ 


1979 


Es decir, que el terremoto de 1906 fue aproximadamente 200 veces mas intenso que el de 
1979. 
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EJERCICIO 5.4 


1. El numero de bacterias presentes en un cultivo despuds de t 
minutos se da por N(t) = (200)4' /2 . Encuentre la cantidad ini- 
cial de bacterias. Luego, encuentre la cantidad existente des¬ 
puds de 2 minutos, 4 minutos y 10 minutos. Con ayuda de una 
calculadora estime la cantidad existente despues de una hora. 

2. El numero de bacterias existentes en un cultivo despuds de t 
horas se da por N(t) = N 0 e h . 

(a) Encuentre k si se sabe que, despuds de una hora, la colonia 
ha extendido a 1.5 veces su poblacidn inicial. 

(b) Encuentre el tiempo que tarda la colonia para cuadruplicar 
su tarnano. 

3. La poblaci6n de una pequena comunidad despuds de t ahos es 
aproximadamente de Pit) = l,500e t/ . Si la poblacion inicial 
aumenta 25% en 10 ahos, <cudl serf la oblaci6n en 20 ahos? 

4. La poblacion mundial en 1976, segun el informe de un sema- 
nario, era de 4,000 millones de personas. La misma revista 
pronosticd que, con una tasa anual de crecimiento de 1.8%, la 
poblacion del mundo seria de 8,000 millones en 45 ahos. 
Compare este numero con el pronosticado por el modelo mal- 
tusiano. 

P(t) = (4 x 10 9 )e° ° 18 ' 

5. Suponga que cierta sustancia radiactiva se desintegra a tal 
ritmo que, al final de cualquier dia, s61o existe la mitad de la 
cantidad presente al comienzo del dfa. 

(a) Si hay 100 g de la sustancia inicialmente, (> cudnta quedarf 
despues de t dfas? [Sugerencia: si fit) es el numero de 
gramos que quedan al final del dfa t, entonces/(0) = 100, 
/(l) = £(100), /(2) = l£(£)^100) y asi sucesivamcnte]. 

(b) ^Que cantidad de la sustancia queda al final de una sema- 
na? 

6. La cantidad que queda de 50 gramos de plutonio, Pu-239 des¬ 
pues de t ahos se da por Ait) = 50e ‘'■° 000287 '. Despues de 1,000 
ahos, ^que porcentaje de plutonio habra desaparecido? (Pu- 
239 es el isotopo utilizado en las bombas atomicas). 

7. Utilice el problema 6 para determinar la vida media del pluto¬ 
nio 239. 

8. La cantidad que queda de una sustancia radiactiva despues de t 
horas se da por A(t) = 100c*'. Despues de 12 horas la cantidad 
inicial ha disminuido 7%. /,Que cantidad queda despues de 48 
horas?, ^cual es la vida media de la sustancia? 

9. La vida media del polonio 210, Po-210 es de 140 dfas. Si A(t) 
= Aoc*' es la cantidad que queda despuds de t dfas, ^cudl es la 
cantidad restante despues de 80 dfas?, iy despues de 300 dfas? 

10. Se determino que 88% del carbono 14 radiactivo en un fosil se 
desintegro mediante el proceso de la radiactividad. <,Cudl es la 
edad aproximada del fosil? 

11. Se calcula que entre 90% y 95% de carbono 14 se desintegro 
en un fosil. Calcule la edad del fosil. 

12. Por medio del metodo del carbono 14 se calcula que la edad de 
un fosil es de 9,000 ahos. iQud porcentaje de carbono 14 se 
desintegrb en el f6sil a travds de la radiactividad? 

13. Suponga que se invierten US$1,000 a un interes anual de 10%. 
Utilice (19) y (20) y una calculadora para comparar los valores 


futuros de esa cantidad en un ano, completando la siguiente 
tabla. 


INTERES 

COMPUESTO 

n 

VALORES FUTUROS 
DE US$1,000 

EN UN ANO 

Anual 

i 


Semestral 

2 


Trimestral 

4 


Mensual 

12 


Semanal 

52 


Diario 

365 


Cada hora 

8,760 


Continuamente 

n -* oo 



14. Suponga que se deposita 1 0 en una cuenta de ahorros a un 
interes anual de 1% que se compone continuamente. ^Cudnto 
dinero se habrf acumulado en la cuenta despuds de 2,000 
ahos?, ^cudl es el valor future de 10 en 2,000 ahos si la cuenta 
paga 2% de interfs anual que se compone continuamente? 

15. Suponga que se depositan US$5,000 en una cuenta que paga 
un interes anual de 8% que se compone continuamente. iQud 
interes se habra ganado en cuatro ahos? 

16. Si con (20) se despeja C, es decir, C = Se~ rt , obtenemos la 
cantidad que debe invertirse a una tasa anual r de intends con el 
fin de obtener S dolares despues de t ahos. Decimos queC es el 
valor presente de la cantidad S. ^Cual es el valor presente de 
US$100,000 a un interes anual de 9% compuesto continua¬ 
mente durante 20 ahos? 

En los problemas 17 al 22 encuentre el pH de una solucibn con 
la concentration de iones de hidr6geno:[H + ]. 

17. 10~ 7 18. 4 x 10“ 6 

19. 3,9 x 10“ 8 20. 6,8 x 10” 3 

21. 7,2 x 10“ 3 22. 5,4 x 10“ 5 

En los problemas 23 al 28 encuentre la concentration de iones 
de hidrdgeno [H + ] de una solution con el pH dado. 


2.9 

24. 

6.4 

10.3 

26. 

7.1 

8.8 

28. 

3.5 


29. Necesariamente, las frutas requieren un suelo mds dcido que 
los vegetales. Suponga que dos suelos tienen un pHde 4.5 y 
6,2, respectivamente. ^CUantas veces es mds dcido el primer 
suelo que el segundo? 

30. Demuestre que una soluci6n con unpH = 6 es diez veces mds 
dcida que una solucion neutra. 

31. Las concentraciones de iones de hidrogeno de NaOH y HC1 
son [H + ] = 10 -14 y [H + ] = 1, respectivamente. ^Cudntas 
veces es mds dcida la segunda solucion que la primera? 
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32. En septiembre de 1985 un terremoto de magnitud 7.8 en la 
escala Richter ocurrid en la ciudad de Mexico. Comparado con 
este terremoto, ^cudntas veces mas intenso fue el terremoto de 
San Francisco de 1906? 

33. La magnitud del terremoto de marzo de 1964 en Alaska, fue de 
8.5 en la escala Richter. ^Cuantas veces mas intenso fue este 
terremoto comparado con el de 1906 en San Francisco?, 
^.comparado con el de Mexico en 1985?, (.comparado con el 
del Valle de San Fernando de 1971 de magnitud 6.6? 

34. (.Cuantas veces mas intenso que el terremoto del Japon en 
1933 de magnitud 8.9 comparado con el de Alaska de 1964? 

35. El nivel de intesidad b de un sonido medido en decibeles (dB) 
se define por 

b = 10 log 10 -f (23) 

'o 

donde / es la intensidad del sonido medida en vatios/cm 2 y 
7 0 = 10“ 16 vatios/cm 2 es la intensidad del sonido mas debil que 
pueda ofrse (0 dB). Complete la siguiente tabla: 


SONIDO 

INTENSITY 

(VATIOS/CM 2 ) 

INTENSIDAD 

NIVEL DE INT. (dB) 

Susurro 

10“ 14 


Conversacion 

Algunos 

10“ n 


comerciales 

deTV 

10 19 


Alarma de 
fuego 

10“ 9 


Despegue de 
unjet 

Umbral del 

10“ 7 


dolor 

10 4 



36. La intensidad del sonido I es inversamente proporcional al 
cuadrado de la distancia d desde la fuente. Si d, y d 2 son las 
distancias desde una fuente de sonido, demuestre que los nive- 
les de intensidad correspondientes b\ y b 2 (vease problema 35) 
se relacionan por 

b 2 = 6, + 20 logio ^ (24) 

“2 

37. El nivel de intensidad b\ de un avion F, que pasa sobre un 
punto de la tierra a una altitud de 1,500 pies, es de 70 dB. 
Utilice (24) para encontrar el nivel de intensidad b 2 de un se- 
gundo avion P 2 que pasa sobre el mismo punto a una altitud de 
2,600 pies. 

38. A una distancia de 4 pies el nivel de intensidad de una conver¬ 
sacion animada es de 50 dB. Utilice (24) para encontrar el 
nivel de intensidad a 14 pies de la conversacion. 

39. Despues de que un estudiante con un virus gripal regresa a un 
campo universitario aislado, de 2,000 estudiantes, el numero 
N de estudiantes infectados despues de t dfas se pronostica por 

_ 2,000 

N(t) ~ 1 + 1999e“° 8951 ' 



(.Cuantos estudiantes estaran infectados despues de 5 dfas? 
Despues de un largo periodo, ^cuantos estudiantes pronostica 
la funcion dada que estaran infectados? 

40. Utilice la funcion dada en el problema 39 para predecir cuanto 
tardara la mitad de una poblacion estudiantil para infectarse 
con el virus. 

41. Suponga que un pastel se saca del homo calentado a 300°F en 
un cuarto, a una temperature de 70°F. La ley de enfriamiento 
de Newton predice que la temperature T del pastel en cual- 
quier tiempo t (en minutos) despues de retirarlo del homo se da 
por la funcion T(t) = 70 + 230e~° ° 246 '. (.Cual es la temperatura 
del pastel despues de 20 minutos? Bosqueje una grafica de la 
funcion T. Despues de un largo periodo, (.cual es la temperatu¬ 
ra aproximada del pastel? 

42. En el problema 41 determine en que momento la temperatura 
del pastel es de 150°F. 

43. Las magnitudes absolutas M A y M B de dos estrellas A y B se 
relacionan con sus luminosidades absolutas L A y L B por la 
ecuacion 

ZdL — ]q0.4<Mb-Ma) 

7-b 

Si la magnitud absoluta del Sol es 4.75,y la luminosidad abso- 
luta de la estrella Betelgeuse es 10 5 veces la luminosidad del 
Sol, determine la luminosidad absoluta de Betelgeuse. 
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44. Cuando dos sustancias qufmicas se combinan para formar un 
nuevo compuesto a travds de una reaccidn qufmica de segundo 
orden, el numero de gramos X del nuevo compuesto se da por 


ap[l - e^-W] 
[i - ae {a ~ m 


a p 


Despeje t en terminos de los otros sfmbolos. 


45. Grafiquc la funcion logfstica (17) cuando a = 2,b=lyP 0 =l. 

46. En 1920 Pearl y Reed propusieron una funcion logfstica para la 
poblacion P de los Estados Unidos basada en los anos 1790, 
1850 y 1910. La funcion que propusieron fue 


2930.3009 

P(t) ~ 0.014854 + e -0.0313395, 

donde P se mide en miles y t reprcsenta el numero de anos 

desde 1780. 

(a) Utilice esta funcion, y determine las cifras poblacionales 
para 1790, 1850 y 1910. 

(b) La formula de Pearl y Reed coincide bastante con los gua- 
rismos de los censos realizados entre 1790 y 1910. ^Qud 
predice la funcion como lfmite maximo para la poblacion 
de los Estados Unidos? Verifiquc la poblacion actual de 
los Estados Unidos y compare ese numero con el lfmite 
maximo que predice la funcion. [Sugerencia: encuentre 
una asfntota horizontal para la grafica de P], 


CONCEPTOS IMPORTANTES 


Funcion exponencial 

Leyes de los logaritmos 

Desintegracion 

base b > 0, b =/ 1 

Inverso de la funcion exponencial 

Vida media 

decreciente, 0 < b < 1 

Logaritmo comun 

Carbono 14 

creciente b > 1 

Logaritmo natural 

Composicion continua del interes 

Funcion logaritmica 

Formula de cambio de base 

pH de una solucion 

base b > 0, b / 1 

El numero e 

Crecimiento 

Escala Richter 


EJERCICIO DE REPASO 


En los problemas 1 al 20, Uene los espacios o conteste verdadero 
o falso. 

1. La funcion exponencial f(x) = b* es una funcion creciente para 

b >_ 

2. La funcion logaritmica f(x) = logi, 2 x es una funcion decre- 

ciente en el intervalo (0, °°).- 

3. La base del logaritmo comun es cl numero_ 

4. logi,(M + AO = log* M + log* N. - 

^ logs 625 = 

log 5 4p5 

6. Si log 3 N = 0, entonces N =_ 

7. Si log 10 5 = 0.6990, entonces 5 =_ 

8. El intersecto en x de la grafica de la funcion/( x) = log 7 (x + 5) 

es_ 

9. El intersecto en y de la grafica de f(x) = log 8 (x + 2) es 


10. La grafica de/(x) = log 9 (x — 4) liene la asfntota vertical x = 4. 


11 . log iq (2 • 10 1 2 3 4 * 6 7 8 9 10 11 12 13 + 8 • 10 3 ) =_ 

12. In (e + e) = 1 + In 2_ 

13. Si 1 og* 12 = 1.0792 y logj,4 = 0.6021, entonces 

log,, 9 =- 


14. Si/es una funcion exponencial, entonces x x X x 2 implica que 

f(x i) * f(x 2 ) - 

15. En tdrminos de logaritmo natural, log 4 5 puede escribirse asf 


16. e ln 70 =_ 

17. 10 1o8i ° 489 =_ 

18. Si A(f) = Aiye kt representa la cantidad restante de una sustancia 

radiactiva despues de t anos, entonces su vida media se da por 
t- = (In 2 )/k _ 

19. Una solucion conun pH de 3.3 es lOOvecesmasacidaqueuna 

solucion con un pH de 5.3._ 

20. Se dice que una solucion es neutra cuando su pH = 


En los problemas 21 al 26, f(x) = 2* g(x) = 3 * y b(x) = 4* 
Encuentre los valores indicados. 

21. g(3) 22. J{ 5) 

23. mi)) 24. M-l)) 

25. [A(V2)] V5 26. fig(- 2» 

En los problemas 27 y 28 redefina el enunciado exponencial 
dado como un enunciado logaritmico equivalente. 

27. 5“‘ =0.2 28. ^5l2 = 8 
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En los problemas 29 y 30 redefina el enunciado logaritmico 
dado como un enunciado exponencial equivalente. 

29. log, 27 = 1.5 30. log 6 (36)“ 1 = -2 

En los problemas 31 y 32, escriba la expresion dada como un 
solo logaritmo. 

31. 2 Iog 3 8 + 3 log 3 2-2 log 3 6 — log 3 16 

32. In (x + y) - In x — In y + In (or - y) 

Enllos problemas 33 al 36, encuentre el dominio de la funcion 
dada. 

33. fix) = 34. fix) = e ■ vSTT 

35. fix) = log 2 |x - 5| 36. fix) = In (x 2 - 4) 

En los problemas 37 y 38, grafique las funciones dadas en el 
mismo sistema de coordenadas. 

37. y = 4*. 38. y = (J)\ 

y = iog 4 * y = iog, /3 x 

En|los problemas 39 al 42, grafique la funci6n dada. 

39. fix) = 2 (-) 40. fix) = 

41. fix) = log 2 (x 2 + 1) 42. fix) = log 10 (-x) 

En los problemas 43 al 54, resuelva la ecuacion dada. 

43. ay = 9 I_Z * 44. I6 2 ~ 5x = 2 1 

45. 7 X+3 = 5 46. 6** = 2 X 

47. logs x = — 2 

48. log 2 (x + 1) = log 2 (2x - 15) 

49. log 5 (log 3 lx) = 0 50. log IO o (In x) = i 

51. log, 0 x + logio ( 2x - 1) = 1 

52. 4 log 2 x - log 2 (x + 2) = log 2 x 2 + log 2 1 

53. e“ 4jr = 15 54. In * = 0.2 

55. Aparee la ietra de la grafica de la figura 19 con la funcion 
apropiada. 

fix) = b > 2_ 

fix) = b x , 1 < b < 2_ 

Ax) = V, i < b < 1 _ 

fix) = If, 0 < b < i _ 



56. En la grafica 20, llene los espacios en bianco para las coorde¬ 
nadas de los puntos en cada grafica. 



57. Utilice una grafica para resolver la desigualdad log i0 ( x + 3) 
> 0. 

58. Una suma de US$10,000 se deposita en una cuenta de ahorros 
con un interes anual de 8% que se compone continuamente. 
i,Cual es el valor futuro en 5 anos?, <,cuanto ticmpo se tardara 
en triplicar la suma inicial? 

59. Si un terremoto tiene una magnitud de 4.2 en la escala Richter, 
ocual es la magnitud en la escala Richter de un terremoto que 
tiene una intensidad 20 veces mayor? [Sugerencia: primero 
despcje la ecuacion 10* = 20]. 

60. La funcion 

x(t) = c\e""' + c^e" 12 ', cic 2 < 0, mi < 0, m 2 < 0 

representa el desplazamiento vertical en un tiempo t de una 
masa atada al extremo de una cuerda, cuando todo este sistema 
se sumerge en un h'quidoespeso. Sic, = f, c 2 = — 2,»t| = — 1, 
y m 2 = -2 encuentre el valor de / para el que x(t) = 0. 

61. El tritio, isotopo de hidrogeno, tiene una vida media de 12.5 
anos. ^Cuanto quedara de la cantidad inicial despuds de 50 
anos? 

62. La cantidad restante de una sustancia radiactiva despues de 
t anos es dada por A(t) = A^', k > 0. Demuestre que si 
A(f|) = A | y A(t 2 ) = A 2 parati < r 2 , entonces la vida media del 
elemcnto es 

_ (h ~ <i) l n 2 
In (A,/A 2 ) 

63. Las sustancias radiactivas se retiran de las sustancias vivientes 
por medio de dos procesos: desintegraeion fi'sica natural y me- 
tabolismo biologico. Cada proceso contribuye a una vida 
media efectiva E definida por 

\/E = I/P + 1/S 

donde P es la vida media ffsica de la sustancia radiactiva y B es 
la vida media bioldgica. 
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(a) Para el yodo radiacti vo I- 1 3 1 , en la glandula tiroidea hu- 
mana, P — 8 dfas y B = 24 dias. Encuentre la vida media 
efectiva del 1-131 en la tiroides. 

(b) Suponga que la cantidad de I-131 en la tiroides despues de 
t dfas se da por/tft) = A^’, k > 0. Utilice la vida media 
hallada en la parte (a) para determinar el porcentaje de 
yodo radiactivo que queda en la glandula tiroidea dos se- 
manas despues de su ingestion. 

64. En el problema 62 de la seccidn 2.1, vemos un modelo lineal 
para el numero de dfas D con capas de nieve en la Gran Breta- 
na, como funcion de elevacion H. Otro modelo utiliza la fun- 
cion definida a trozos: 


D(H) 


Doe" 7300 , 0 < H < 400 m, 

.3.79D 0 [1 + (H - 400)/310], H > 400 m, 


donde D 0 es el numero de dfas con capa de nieve al nivel del 
mar. 


(a) Asuma que D 0 = 10. Grafique D(H) para 0sH«l ,000. 

(b) SiD 0 = 10, ^aqud elevacion este modelo predice 100 dfas 
con capa de nieve?, iy 365 dfas? 

65. Una pension anual es un plan de ahorros en el que la misma 
cantidad de dinero P se deposita en una cuenta en periodos 
iguales n (por ejemplo aflos). Si la tasa de interes anual r se 
compose continuamente, entonces la cantidad acumulada en 
la cuenta inmediatamente despuds del depdsito n es 

S = P + Pe r + Pe lr + ■■■ + Pe (n ~ l)r 

^.Cual esel valor de dicha pension en 15 anossiP = US$3,000 
y la tasa de interds anual es de 7%? 

66. En el problema 58 del ejercicio 5.1, vimos que la grdfica de 
y = ae^ br ' es una curva Gompertz. Despeje x en terminos de 
los otros sfmbolos. 


www.elsolucionario.net 




272 


Algebra y trigonometria 



Angulos y su medicion 


Comenzamos el estudio de la trigonometria analizando los angulos y los dos mdtodos utili- 
zados para medirlos. 

ANGULO 

Un angulo esta formado por dos rayos que tienen un punto final en comun llamado v^rtice. 
Designamos un rayo como lado inicial del dngulo y al otro lo llamamos lado terminal. Es 
conveniente considerar el angulo como el resultado de una rotacion desde el lado inicial 
hasta el lado terminal, como se muestra en la figure 1(a). 


Venice 


FIGURA 1 


POSICION NORMAL 

Como se muestra en la figure 1(b), podemos situar el angulo en un piano de coordenadas 
cartesianas con su vertice en el origen y su lado inicial coincidiendo con el lado positivo del 
eje x. Se dice que un dngulo de este tipo se encuentra en posicidn normal. En esta seccidn, 
y consideramos todos los Angulos en posicidn normal. 

MEDIDA EN GRADOS 

Las unidades comun mente usadas para medir los angulos son los grados y los radianes. La 
primera se basa en la asignacidn de 360 grados, que se escribe 360°, al angulo que se forma 
► mediante una rotacion completa en sentido contrario al de las manecillas del reloj, como se 
x muestra en la figure 2. Los otros angulos se miden, entonces, en terminos de un dngulo de 
360°. Si la rotacion es en sentido contrario al de las manecillas del reloj, la medida serf 
positive, si la rotaci6n es en sentido igual al de las manecillas del reloj, la medida serf 
negativa. Por ejemplo, dos rotaciones en sentido contrario al de las manecillas del reloj 
resultaran en un Ingulo de 720°; tres rotaciones en el sentido de las manecillas del reloj 
daran como resultado un angulo de -1,080°. Vdanse las figures 3(a) y 3(b). Un &ngulo 



Lado terminal 





L 


FIGURA 2 


^ 360° 
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obtenido por un cuarto de rotacion completa en sentido opuesto al de las manecillas del reloj 
serfa: 

i(360°) = 90° 

pero si el angulo se obtiene de dos tercios de una rotacion en el mismo sentido de las maneci¬ 
llas del reloj, serfa - 240°. Veanse figuras 3(c) y 3(d). Un angulo de 1° se forma por 1/360 
de una rotacion completa en sentido contrario al de las manecillas del reloj. 


EJEMPLO 1_ 

Dibuje un angulo de 120°. 

Solucion Como 120° = g(360°), este angulo corresponde a un tercio de una rotacion 
completa en sentido contrario al de las manecillas del reloj, como lo muestra la figura 4. 




EJEMPLO 2_ 

Localice el lado terminal de un angulo de 960°. Dibuje el angulo. 

Soluclbn. Primero hay que determinar la cantidad de rotaciones completas que puede 
haber al formarse este angulo. Si dividimos 960 en 360, obtenemos un cociente de 2 y el 
residuo serfa de 240; esto es, 


960 = 2(360) + 240 

Porconsiguiente, este angulo se forma haciendo dos rotaciones en sentido contrario al de las 
manecillas del reloj y a continuacion 

de otra rotacion. Como lo ilustra la figura 5, el lado terminal se encuentra en el tercer 
cuadrante. 


ANGULOS COTERM INALES 

A partir del ejemplo 2 podemos ver que el lado terminal de un angulo de 960° coincide 
con el lado terminal de un angulo de 240°. Cuando dos angulos en posicion normal tienen 
el mismo lado terminal decimos que son coterminales. Por ejemplo, los angulos 6, 
6 + 360°, yd— 360° que nos muestra la figura 6 son coterminales. Inclusive, la suma de 
cualquier multiplo entero de 360° a un angulo determinado resulta en un angulo coterminal. 
Cualquier par de angulos coterminales tienen medidas en grados que se diferencian por un 
multiplo entero de 360°. 
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EJEMPLO 3_ 

Encuentre el angulo entre 0° y 360° que es coterminal con un angulo de —690°. 

Solucion Podemos sumarle repetidamente 360° a —690° hasta obtener un angulo entre 
0° y 360°: 

-690° + 360° + 360° = 30° 

Asi, un angulo de 30° es coterminal con uno de —690°. 


MINUT0S Y SEGUNDOS 

A1 utilizar las calculadoras es conveniente representar las fracciones de los grados con deci- 
males, como 42.23°. Sin embargo, tradicionalmente, las fracciones de grados eran expre- 
sadas en minutos y segundos, donde 

1 ° = 60 minutos (se escribe 60')* 
y 1 ' = 60 segundos (se escribe 60") 

Por ejemplo, un angulo de 7 grados, 30 minutos, 5 segundos se expresa como 7°30'5". 
La mayorfa de las calculadoras cientfficas tienen una tecla especial 1° ' w l para convertir 
un angulo dado en grados decimales a grados, minutos y segundos, y viceversa. Los si- 
guientes ejemplos muestran c 6 mo realizar estas conversiones manualmente. 


EJEMPLO 4_ 

Convierta 86.23° a grados, minutos y segundos. 

Solucion. Como 0.23° representa^t de 1°, y 1° = 60 minutos, tenemos: 

86.23 = 86° + 0.23° 

= 86° + (0.23X60') 

= 86° + 13.8' 

Ahora, 13.8' = 13' + 0.8', entonces, debemos convertir 0.8' a segundos. Como 0.8' 
representa ^ de 1' y 1' = 60 segundos, tenemos que 

86 ° + 13' + 0.8' = 86° + 13' + (0.8)(60") 

= 86° + 13' + 48" 

= 86° 13'48" 

Entonces, 86.23° = 86° 13' 48" 


EJEMPLO 5_ 

Convierta 17°47'13" a notation decimal. 

SolUCibn.Como 1° = 60', tenemos que 1' = 1 (^ 5 )°. Asf mismo, 1" = (sfe)' =. (t^oo) 0 - 
Entonces, tenemos que: 


* La utilizacion del numero 60 como base data de los babilonios. Otro ejemplo de la utilizacion de esta base en 
nuestra culture es la medicion del tiempo (1 hora = 60 minutos). 
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17047-13" = n o + 47 - + 13- 

= 17° + 47(&)° + 13^)° 
« 17° + 0.7833° + 0.0036° 
= 17.7869° 


Usted puede recordar de sus conocimientos de geometria que un angulo de 90° se 
llama angulo recto, y que un angulo de 180° se denomina angulo piano o llano. Un angu¬ 
lo agudo mide entre 0° y 90° y un angulo obtuso mide entre 90° y 180°. Dos angulos 
agudos se consideran complementarios si su suma es 90°. Dos angulos positivos son su- 
plementarios si su suma es 180°. Un angulo terminal de cuadrante es un angulo cuyo 
lado terminal coincide con un eje coordenado cuando el angulo se encuentra en posicion 
normal. Por ejemplo: 0°, 90°, 180°, 270°, o 360°. 


EJEMPLO 6_ 

Encuentre el angulo que es complementario al angulo dado. 

(a) a = 74.23° 

(b) /3 = 34°15' 

Solution 

(a) Como dos angulos son complementarios si su suma es 90°, debemos encontrar 
90° - a: 

90° - a = 90° - 74.23° = 15.77° 

(b) Para realizar la resta 90° — (3, debemos ordenar la operation verticalmente y convertir 
90° a 89°60': 


89°60' <^~90° 

- 34°15' 

90° - /3 = 55°45' 


MEDIDA EN RADIANES 

Otra manera de medir los angulos es con radianes, los cuales se usan comunmente en casi 
todas las aplicaciones trigonometricas que requieren el calculo. 

La medicion de un angulo 0 en radianes se basa en la longitud de un arco de una 
circunferencia. Si situamos el vertice del angulo 6 en el centra de un cfrculo de radio r, 
entonces 6 se denomina Angulo central. La region del cfrculo contenida dentro del angulo 
central se denomina sector. Como lo muestra la figura 7, digamos que s denota la longitud 
del arco subtendido por 6. Entonces, la medida de 6 en radianes se define asf: 

6 = s/r 

Esta definition no depende del tamaiio de la circunferencia. Para observar esto, toma- 
mos otra circunferencia centrada en el vertice de 6 con radio r' y longitud de arco subten¬ 
dido s'. Como podemos observar en la figura 8, los dos sectores circulares son similares y 
por eso las razones s/r y s'/r' son iguales. Por consiguiente, no importa cual circunferen¬ 
cia utilicemos, vamos a obtener la misma medida en radianes para 6. 
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5 = circunferencia = 2 -it r 





La figura 9(a) ilustra un angulo de un radian, puesto que subtiende un arco de longitud s 
igual al radio r de la circunferencia. El angulo que se muestra en la figura 9(b) mide 2 
radianes, ya que subtiende un arco de 2 r de longitud. en la circunferencia de radio r centrada 
en el vertice. 

Una rotacion completa subtiende un arco igual en longitud a la circunferencia del 
cfrculo 2-nr (vease figura 10). Tenemos que: 


una rotacion = s/r = iTrrjr = 277 radianes 


Tenemos el mismo formalismo anterior: un angulo formado por una rotacion en senti- 
do contrario al de las manecillas del reloj se considera positivo, mientras que un angulo 
formado por una rotacion en el sentido de las manecillas del reloj se considera negativo. En 
la figura 11 se ilustran cuatro angulos en position normal de 77/2, — 77/2, 77 y 377 radianes, 
respectivamente. Notese que el angulo de 77/2 radianes que se muestra en la figura 11 (a) se 
obtiene porun cuarto de rotacion completa en sentido contrario al de las manecillas del reloj; 
esto es, 


—(277 radianes) = — radianes 


T- 


y 



+ 


FIGURA 11 


(a) 


(b) 


(c) 


(d) 


El angulo que se muestra en la figura 11(b), obtenido de un cuarto de rotacion completa en el 
sentido de las manecillas del reloj, es —77/2 radianes. El angulo de la figura 11(c) es coter¬ 
minal con el angulo de la figura 11(d). En general, dos angulos medidos en radianes son 
coterminales si y solo si su diferencia es multiplo de 2tt radianes. 


FORMULAS DE CONVERSION 

Como hay dos formas para medir angulos, es bueno saber como hacer la conversion de la 
una a la otra. La medida en grados para el angulo correspondiente *>. una rotacion completa 
en sentido contrario al de las manecillas del reloj es 360°, mientras que la medida en radia¬ 
nes para el mismo angulo es 277 radianes. Por tanto, 360° = 277 radianes, 
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o 180° = 7T radianes* (1) 

De (1) obtenemos las siguientes formulas para convertir de grados a radianes y viceversa. 



Si usamos una calculadora para realizar la division en (i) y (ii), encontramos que: 

1° = 0.0174533 radianes 
y I radian = 57.29578° 

respectivamente. 

La formula (i) nos permite convertir de grados a radianes y la (ii) nos permite convertir 
de radianes a grados. Una ayuda para recordar estas formulas es trabajar con la proporcion: 

medida en radianes de 9 __ tt radianes ^ 

-( 2 ) 

medida en grados de 6 180° 


EJEMPLO 7_ 

Convierta 20° a radianes. 

Solution. A partir de (2) con 8 = 20°, tenemos que: 

medida en radianes de 0 _ tt radianes 

20° 180° 
o 

/ 7rradianes\ tt 

medida en radianes de 6 = 20 ^—J = — radian 


Ya que la medida en radianes de un angulo es el cociente de dos longitudes, esta no 
tiene dimensiones. Poresta razon la palabra “radian” se oniite a menudo cuando los angulos 
se miden en radianes. Cuando no se especifique unidad de medida, se sobreentiende que los 
angulos se han medido en radianes. 

EJEMPLO 8_ 

Convierta el angulo dado a grados. 

(a) a = (b) 0 = 2 

o 


* Estonosignificaque 180 = tt, al igualque 12pulgadas = 1 pieno significaque 12 = 1. Masbien, significaque 
dos medidas del mismo angulo son equivalentes. 


* 
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Solucion 

(a) Como no nos ha sido dada ninguna unidad de la medida angular, sabemos que a se 
mide en radianes. A partir de la formula (ii) sabemos que el numero de grados en 1 
radian es 180 /tt. Entonces la conversion seria: 

, 210 * 

6 6 ' 7 T ' 


(b) Similarmente, a partir de (ii) tenemos que: 


, 180 \° /360 

2 = 2 |- =(- 

7 T f ' 7T 


114.59° 


EJEMPLO 9_ 

Convierta 153°40' a radianes. 


Solucion. Primero escribimos 153°40' en forma decimal: 


153°40' = (153 + U})° 

= (153 + f) b 
« 153.67° 

Despues convertimos de grados a radianes usando la formula (i): 

153.67° = (153.67)(-j^-) radianes 

~ 0.8577 radianes 
= 2.68 radianes 



EJEMPLO 10_ 

Encuentre un angulo entre 0 y 277 que sea coterminal con 8 = 1177/4. Dibuje el angulo. 

Solucion. Como ^77 < 1177/4 < 377, restamos una vuelta, 6 2tt radianes para obtener: 

1 177 ^ _ H 77- 877 _ 377 

4 7T ~ 4 4 ~ 4 

Entonces, 377/4 es coterminal con 11 77 / 4 , como lo muestra la figura 12. 



LONGITUD DEL ARCO 

En muchas aplicaciones es necesario encontrar la longitud s del arco subtendido por el 
angulo central 8 en una circunferencia de radio r (v6ase figura 13). A partir de la definicion 
de la medida en radianes, 

6 (en radianes) = sir 

obtenemos la formula de la longitud del arco: 

s = rd, donde 0 se mide en radianes (3) 
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EJEMPLO 11_ 

Encontrar la longitud del arco subtendido por un angulo central de 2 radianes en una circun- 
ferencia de (a) radio 4 y (b) radio 6. 

Solucion 

(a) A partir de la formula de la longitud del arco (3) con 8 = 2 y r = 4, tenemos que: 

s = rd= (4)(2) = 8 

(b) A partir de la formula de la longitud del arco (3) con 8 = 2 y r — 6, tenemos que, 

s = rd — (6)(2) = 12 


Nota de advertencia: los estudiantes aplican frecuentemente la formula de la longitud del 
arco .? = rd incorrectamente, al utilizar la medicion en grados para 8. Hay que recordar 
que s = r8 e s valida solamente si 8 se mide en radianes. 


EJERCICIO 6.1 


En los problemas 1 a) 18, dibuje el angulo dado en position 
normal. 


1. 

60° 

2. -120° 

3. 

135° 

4. 

o 

O 

5. 1140° 

6. 

—315' 

7. 

o 

O 

CN 

1 

8. -210° 

9. 

7r 

3 

10. 

57 T 

4 

‘■•T 

12. 

27T 

13. 

7 T 

~~6 

14. — 37r 

15. 

577 

~2 

16. 

37r 

4 

17. 3 

18. 

4 


En los problemas 19 al 22, exprese el Angulo dado en notation 
decimal. 

19. 10°39'17" 

20. 143°7'2" 

21. 5°10' 

22. 10°25' 

En los problemas 23 al 26, exprese el angulo dado en terminos 
de grados, minutos y segundos. 

23. 210.78° 

24. 15.45° 

25. 30.81° 

26. 110.5° 


En los problemas 27 al 38, convierta de grados a radianes. 


27. 

45° 

28. 

30° 

29. 

270° 

30. 

60° 

31. 

1° 

32. 

0° 

33. 

131°40' 

34. 

-120° 

35. 

-230° 

36. 

52° 

37. 

540° 

38. 

-47.2' 


En los problemas 39 al 50, convierta de radianes a grados. 


39. 

277 

~3~ 

40. 

7r 

12 

41. 

77 

~6 

42. 

Itt 

43. 

3.1 

44. 

19t r 

2 

45. 

1.5 

46. 

0.76 

47. 

12 

48. 

1777 

49. 

577 

50. 

377 


En los problemas 51 al 54, encuentre el Angulo entre 0° y 360°, 
cotermbial con el Angulo dado. 

51. 875° 52. 400° 

53. -610° 54. -150° 
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En los problemas 55 al 60, encuentre el angulo entre 0 y 2n 
radianes que es coterminal con el angulo dado. 


55. 

IT 

4 

56. 4* 

2 

57. 

5.3t t 

58. 

9 IT 

5~ 

59. -4 

60. 

7.5 


En los problemas 61 al 64, encuentre el angulo (a) complemen¬ 
tary y (b) suplementario al angulo dado, o si es necesario diga 
por que el angulo no puede ser encontrado. 

61. 48°15' 62. 92°55' 

63. 98.4° 64. 63.08° 

65. Encuentre 1 as medicias en radianes y en grados del angulo for- 
mado por (a) tres quintos de una rotacion en sentido contrario 
al de las manecillas del reloj y (b) cinco y un octavo de una 
rotacion en el sentido de las manecillas del reloj. 

66. Encuentre las medidas en grados y en radianes del angulo ob- 
tuso formado por las manecillas de un reloj (a) a las 8:00; (b) a 
la 1:00; y (c) a las 7:30. 

67. Encuentre las medidas cn grados y en radianes del angulo a 
traves del cual la manecilla de la hora dc un reloj rota en 2 
horas. 

68. Conteste la misma pregunta del problema 67, pero para el mi- 
nutcro de un reloj. 

69. La Tierra da una rotacion completa cada 24 horas. ^Cuanto se 
demora cn rotar a un angulo de (a) 240° y (b) de tt/6 radianes? 

70. El planeta Mercurio completa una rotacion cada 59 dtas. 
traves de que angulo (medido en grados) rota cn (a) 1 dta; (b) 1 
hora; y (c) I minuto? 

71. Encuentre la longitud del arco subtendido por un angulo cen¬ 
tral de 3 radianes en una circunferencia de (a) radio 3 y (b) 
radio 5. 

72. Encuentre la longitud del arco subtendido por un angulo cen¬ 
tral de 30° en una circunferencia de (a) radio 2 y (b) radio 4. 

73. Encuentre la medida de un angulo central 8 en una circunfe¬ 
rencia de radio 5 si 8 subtiende un arco cuya longitud es 7.5. 
Determine 8 en (a) radianes y (b) grados. 

74. Encuentre la medida de un angulo central 6 en una circunfe¬ 
rencia de radio 1 si 8 subtiende un arco cuya longitud es 7r/3. 
Determine 6 en (a) radianes y (b) grados. 

75. Un yoyo da vueltas en circulo al final de sus lOOcmdecuerda. 

(a) Si da seis revoluciones en 4 segundos, encuentre la razon 
de sus vueltas (velocidad angular) en radianes por segun- 
do. 

(b) Encuentre la velocidad a la cual el yoyo gira en centfme- 
tros por segundo (esto se denomina velocidad lineal}. 

76. Si hay un nudo en la cuerda del yoyo descrito en el problema 
75 a 40 cm del yoyo, encuentre (a) la velocidad angular del 
nudo y (b) la velocidad lineal. ^Cual de estas velocidades es 
independiente del radio? 

77. Un automovil viaja a razon de 55 mph y el diametro de sus 
llantas es de 26 pulgadas. 

(a) Encuentre el numero de revoluciones por minuto a las que 

van sus ruedas. - * 

(b) Encuentre la velocidad angular dc sus ruedas erf radianes 
sobre minuto. 


78. Pruebe que el area A de un sector formado por un angulo cen¬ 
tral de 8 radianes en un circulo de radio r esta dado por A = 
ir 2 #. [Sugerencia: use la propiedad de proporcionalidad de la 
geometria que dice que la razon del area A de un sector circular 
al area total -nr 2 del circulo es igual a la razdn del angulo 
central 8 a una revolucidn completa 2tt)]. 

79. ^Cual es el area de la banda circular demarcada que se muestra 
en la figura 14 si 6 se mide (a) en radianes y (b)en grados? 
[Sugerencia: use el resultado del problema 78], 



FIGURA 14 

80. El pendulo de un reloj mide 1.3 m y oscila a lo largo de un arco 
de 15 cm. Encuentre (a) el angulo central y (b) el 4rea del 
sector a traves del cual el pendulo se mueve en uno de sus 
balanceos. [ Sugerencia: para responder la parte (b), utilice el 
resultado del problema 78], 

81. Una milla nautica se define como la longitud del arco subten¬ 
dido en la superficie de la Tierra por un angulo que mide 1 
minuto. Si el diametro de la Tierra es de 7927 millas, encuen¬ 
tre la cantidad de millas (terrestres) que hay en una milla nauti¬ 
ca. 

82. Hacia el aho 230 a. de C., Eratostenes calculo la circunferen¬ 
cia de la Tierra a partir de las siguientes observaciones: al me- 
diodia, durante el dta mas largo del ano, el Sol estaba justo 
sobre Asuan, mientras que estaba inclinado 7.2° de la vertical 
de Alejandria. El asumio que las dos ciudades estaban en la 
misma linea longitudinal y que los rayos del Sol eran parale- 
los. Asi concluyo que el arco entre Asuan y Alejandria era 
subtendido por un angulo central de 7.2°, en el centro de la 
Tierra (vease figura 15). En este tiempo, la distancia entre 
Asuan y Alejandria era de 5,000 estadios. Si un estadio = 559 
pies, encuentre la circunferencia de la Tierra en (a) estadios y 
(b) millas. Demuestre que los datos de Eratostenes dan un re¬ 
sultado dentro de 7% del valor correcto si el diametro polar de 
la Tierra es de 7,900 millas (a la milla mfts cercana). 



FIGURA 15 
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Funciones trigonometricas de angulos agudos en 
triangulos rectangulos 


Como dijimos en la introduccion de este capitulo, la palabra trigonometria se refiere a la 
medicion de los triangulos. En esta seccion definiremos las seis funciones trigonometricas: 
seno, coseno, tangente, cosecante, secante y cotangente, como las razones de las longitu¬ 
des de los lados de un triangulo rectangulo. Los nombres de estas funciones se abrevian 
como sen, cos, tan, esc, sec y cot, respectivamente. En la seccion 6.4 extenderemos las 
definiciones para angulos generales. 

Como lo muestra la figura 16, si AOAB es un triangulo rectangulo, entonces el lado 
AB se denomina opuesto al angulo 0. El lado OA se llama adyacente al angulo 0. La 
hipotenusa, OB, es el lado opuesto al angulo recto. Las longitudes de estos lados se demar- 
can por op, ady e hip, respectivamente. 



B 


Lado 
opuesto 
a 6 


A 


FIGURA 16 


DEFINICION 1- 


Las seis funciones trigonometricas de un angulo agudo 6 en un triangulo rectangulo se 
definen asi: 


sen 9 = 

cos 9 = 

tan 0 = 


op 

hip 

ady 

hip 

op 

ady 


esc 9 = 

sec 6 = 

cot 6 = 


hip 

op 

hip 

ady 

ady 

op 


El dominio de cada una de estas funciones trigonomdtricas es el conjunto de todos los 
angulos agudos. En la seccion 6.4 extenderemos este dominio para incluir otros angulos 
distintos a los agudos. Despues, en el capitulo 7 veremos como las funciones trigonometri¬ 
cas pueden definirse con un dominio que consta de numeros reales, en vez de angulos. Los 
valores de las seis funciones trigonometricas dependen unicamente del tamano del angulo y 
no del tamano del triangulo rectangulo. Esto lo podemos ver a continuacion. Como lo mues¬ 
tra la figura 17, dos triangulos rectangulos con el mismo angulo agudo 8 son semejantes, y 
entonces las razones de los lados correspondientes son iguales. Porejemplo, del triangulo 
mas pequeno tenemos que: 


„ °P 

sen 8 = - 

hip 


AB 

OB 


por otra parte, en el triangulo mas grande tenemos que: 


B' 



sen 6 = 


AW 

OB’ 


Pero como el triangulo AOB es semejante al triangulo A'OB ', tenemos que: 

AB _ AW 
OB ~ OB' 
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Asi enconiramos el mismo valor para sen 0 sin imporiar dial sea el triangulo que utilice- 
mos para calcularlo. Un argumento similar podrfa servir para las otras funciones trigonome- 
tricas. 

EJEMPLO 1_ 

Encuentre el valor de las seis funciones trigonometricas del angulo 6 que nos muestra la 
figura 18, 

A partir de la figura S 8 podemos ver que para el angulo 6. op — 8 y ady - 15. El 
valor de la hipotenusa puede ser hallado por el teorema de Pitagoras de la siguiente forma. 


(hip) 2 = 8 2 + I5 2 = 64 + 225 = 289 
hip = V289 = 17 

Enlonce.s, los valores de las seis funciones trigonometrical son: 



op 

8 

esc 6 = 

hip 

17 

sen d - 

= - 

- — 

— 


hip 

17 


op 

8 

cos 0 = 

adv 

15 

see 8 - 

hip 

17 

- — 

-- - 

- = 

— 

hip 

17 ' 


ady 

15 

tan 0 = 

op 

8 

cot 8 — 

ady 

15 


= - 

- = 

— 


ady 

15 ' 


op 

8 


1DENTIDADES FUNDAMENTALES 

Hay muchas relaciones imponantes entre las funciones trigonometricas. Las basicas sc de- 
nominan identidades fundamentales. y vale la pena memorizarlas, Las siguientes identi- 
dades se derivan facilmente de las definiciones de las funciones trigonometricas. 


Identidades de cociente 


tan 0 


sen 0 
cos 6 


cot 8 =- 


cos e 
sen 6 



Porejemplo, la primera de las identidades de cociente se verificade la siguiente mane- 
ra: 


sen 0 op/hip op 
cos 0 ady/hip ady 


Las otras pueden ser verificadas de la misma manera (veanse problemas 51 al 54). Usando 
estas identidades podetnos enconlrar los valores de las seis funciones trigonometricas, una 
vez sepamos los valores de sen $ y cos 0, 
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EJEMPLO 2_ 

Dado que sen 9 = | y cos 8 = f, encuentre los valores de las demas funciones trigonome- 
tricas. 


Solucion. De las identidades fundamentales, tenemos que: 

sen 8 4/5 4 


tan 8 = 


sec 8 - 


esc 8 ~ 


cot 6 = 


cos 6 3/5 3 

1 _ J_ _ 5_ 

cos 6 3/5 3 

1 _ J_ _ _5 

sen 8 4/5 4 

1 1 3 

tan 8 ~ 4/3 ~~ 4 


El siguiente ejemplo ilustra que si el valor de una funcion trigonomdtrica de un angulo 
agudo nos es dado, es posible encontrar los valores de las otras cinco funciones trigonome- 
tricas, si dibujamos un tridngulo apropiado. 


EJEMPLO 3_ 

Si 8 es un dngulo agudo y el sen 0 = 3, encuentre los valores de las demSs funciones 
trigonometricas en 8. 


Solucion. Dibujaremos un triangulo rectangulo con un angulo agudo 8 de manera que 
sen 8 = ?. Estoselograsiop = 2ehip = 7,comolomuestralafigura 19.Encontramosady 
por medio del teorema de Pitagoras: 

2 2 + (ady) 2 = 7 2 

de manera que: (ady) 2 = 7 2 - 2 2 = 49 - 4 = 45 

Asf, ady = V45 = 3V5 



FIGURA 19 

Los valores de las demas funciones trigonometricas son: 
3V5 


cos 8 = 

tan 8 = 


1 

2 


3V5 


2V5 

15 


sec 8 = 

cot 8 - 


3V5 

3V5 


esc 8 = — 
2 


7V5 

15 


www.elsolucionario.net 



Algebra y trigonometria 


284 



FIGURA 20 


ANGULOS ESPECIALES 

Los dngulos que miden 30° (n/6 radianes), 45° (n/4 radianes) y 60° (v/3 radianes) sedan 
frecuentemente en trigonometria. Podemos hallar los valores de las seis funciones trigono¬ 
metricas de estos angulos especiales usando algunos resultados de la geometna plana. 

Para encontrar los valores de las funciones trigonometricas de un angulo de 45°, consi- 
deramos un triangulo rectangulo isosceles con dos lados iguales de longitud 1, como lo 
muestra la figura 20. De la geometna plana sabemos que los angulos agudos de este triangu¬ 
lo son iguales; por esto, cada uno de los angulos mide 45°. Con el teorema de Pitagoras 
podemos encontrar la longitud de la hipotenusa: 


'(hip) 2 = (l) 2 + (l) 2 = 2 
hip = V2 


Entonces, tenemos que: 


sen 45° 
cos 45° 
tan 45° 


1 _ V2 
V2 _ 2 ’ 
1 _ V2 
V2 ~~ 

V2/2 

V2/2 


esc 45° = V2 
sec 45° = V2 
cot 45° = 1 


Para encontrar los valores de las funciones trigonometricas de los angulos de 30° y 
60°, consideramos un triangulo equilatero AOB con lados de longitud 2, como lo muestra la 
figura 21(a). De la geometna plana sabemos que los tres angulos de un triangulo equilatero 
miden 60° cada uno. Como lo muestra la figura 21(b), si hacemos una biseccion del Angulo 
en O, entonces CO es la bisectriz perpendicular de AB. De lo cual se deduce que: 

Z^40C = 1 /.AOB = |(60°) = 30° 

AC = i AB = i(2) = 1 
y CACO = 90° 




FIGURA 21 
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Si aplicamos el teorema de Pitagoras al angulo recto ACO, obtendremos: 
(CO) 2 + l 2 = 2 2 , 

o (CO) 2 = 2 2 — l 2 = 3 

de tal manera que CO = V3. 


Asf, del triangulo ACO de la figura 21(b), podemos obtener los siguientes valores: 

1 V3 1 V3 

9 = 30°: sen 30°=-, cos 30° =-, tan 30° = =- 

2 2 V3 3 

V3 1 /- 

6 = 60°: sen 60° =-, cos 60° = —, tan 60° = v3 

2 2 


Usando la misma figura o las identidades fundamentals, podemos calcular los valores 
restantes para los angulos de 30° y 60°: 

2V3 


6 = 30°: esc 30° = 2 


9 = 60°: esc 60° = 


V3 

2V3 


sec 30° = 


sec 60° 


V3 


cot 30° = VT 

1 


cot 60° - 


V3 

V3 

3 


La siguiente tabla sintetiza los valores de las funciones seno y coseno que acabamos de 
determinar para los angulos especiales 30°, 45° y 60°. Estos son utilizados con tanta fre- 
cuencia, que deberian ser memorizados. Conociendo estos valores y las identidades funda¬ 
mentals que vimos anteriormente, podremos determinar cualquiera de las.funciones trigo- 
nometricas de los angulos especiales. 


0 

0 

sen 0 

cos 0 

(grados) 

(radianes) 



IT 

1 

V3 

O 

O 


— 

— 

6 

2 

2 


TT 

V2 

V2 

45° 



— 

4 

2 

2 


7 T 

V3 

1 

60° 



— 

3 

2 

2 


Podemos obtener los valores de la tabla anterior, si construimos primero los triangulos 
de 45°-45°-90° y 30°-60°-90°, como lo hicimos en las figuras 20 y 21. Despues, 
podemos determinar los valores de las funciones a partir del triangulo. Esto se sintetiza en la 
siguiente tabla. 
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Observe el problema 56 para obtener otra forma de recordar los senos y cosenos de los 
angulos especiales. 

UTILIZACION DE LA CALCULADORA 

Las aproximaciones a los valores de las funciones trigonometric as se pueden obtener usan- 
do una calculadora cientifica. 

Nota de advertencia: antes de utilizar una calculadora para hallar las funciones trigono- 
metricas de los angulos medidos en radianes, es necesario adaptar la calculadora en el modo 
de radianes. Si los angulos son medidos en grados, entonces hay que ponerla calculadora en 
el modo de grados, antes de hacer los calculos. Tambien, si los Angulos est&n dados en 
grados, minutos, y segundos, deben de ser convertidos primero a la forma decimal. 

La mayorfade calculadorascientificas tienen teclas |sin| : lcos| y ]tan| p ara C0Itl . 
putar los valores de e st as func iones. Para obtener los valore s de esc, sec o cot, utilizamos las 
teclas ~s~jn"l , |cos o tan , con la tecla reciproca Wx . El siguiente ejemplo ilustra el 
proceso. 

EJEMPLO 4_ 

Use la calculadora para aproximar cada uno de los siguientes datos: 

(a) sen 45° (b) cos 8°15' (c) tan 1.4 

(d) sec 0.23 (e) cot y- 

Solucidn 

(a) Primero nos aseguramos de que la calcu ladora este en el modo de grados. Luego escri- 
bimos 45 y oprimimos la tecla |s in para obtener 

sen 45° * 0.7071068 

i 

la cual es una aproximacion de siete cifras decimales al valor exacto V2/2. 
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(b) Como el angulo se nos da en grados y minutos, debemos convertirlo primero a la forma 
decimal: 


8°15' = 8° + (M)° = 8.25° 


Ahora, con la calculadora en el modo de grados, escribimos 8.25 y oprimimos la tecla 
para obtener: 


cos 


cos 8°15' = cos 8.25° = 0.9896514 


(c) Como los grados no estan indicados, reconocemos que este angulo esta medido en 
radianes. E ntonces adaptamos la calculadora en el modo de radianes', escribimos 1.4 y 
oprimimos |tan| para obtener: 


tan 1.4 = 5.7978837 

(d) Para evaluar sec 0.23, usamos la identidad fundamental 

1 

sec 8 = 


cos 8 


Con la calculadora en el modo de radianes, esc ribimo s 0.23, oprimimos 
mamos el reciproco del resultado oprimiendo l/x| y obtenemos 


cos 


, y to- 


sec 0.23 = 


1 


cos 0.23 


* 1.0270458 


(e) Observamos que el angulo esta medido en radianes y que la calculadora esta adaptada 
apropia dament e. Oprim imos \tt\ o (3.141592654), dividimos por 7 y oprimimos 
y luego 1 /x | para obtener: 


primero 


tan 


77 

cot — = 
7 


1 


77 

tan — 

7 


2.0765214 


En muchas aplicaciones podemos determinar el valor de una de las funciones trigono¬ 
metricas, digamos sen 6 , y deseamos encontrar 8. Podemos lograrlo usando el inverso de 
las funciones trigonometricas, que veremos en detalle en la section 7.9. Por ahora, 
podemos encontrar un angulo agudo 8 si nos dan sen 8 (o alguna de las demas funciones 
trigonometricas de 8), utilizando la tecla del in verso 11N VI en la calculadora. Por ejemplo. 


si se nos da sen 8 = 0.625 y queremos hallar 8, escribimos 0.625, oprimimos |inv 
luego sin . Si la calculadora esta adaptada en el modo de grados obtenemos 8 ~ 
38.6821875°. Sin embargo, si la calculadora esta adaptada en el modo de radianes obtene¬ 
mos 0 = 0.6751315. 

Las funciones trigonometricas inversas se denotan por sen -1 o arcsen, cos -1 o arccos, 
tan -1 o arctan y asf sucesivamente. Algunas calculadoras tienen te clas m arcadas como 
y tan -1 | y no requieren la utilization de la tecla I N V (lea el manual 


sin 


cos 


de su calculadora si necesita una mayor explication). 


EJEMPLO 5_ 

Use una calculadora para hallar el angulo agudo en (a) grados y (b) radianes, para el cual 
cos 6 = 0.5. 
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Solucion 

(a) Primero coloca mos la c alculadora en el modo de grados. Escribimos 0.5 y luego opri- 
I. El resultado es 60. Por tanto, 9 = 60°. 


mimos 


INV 


cos 


INV 


(b) Con la calcula dora ad aptada en el modo de radianes, escribimos 0.5 y oprimimos | 

seguidamente |cos| . El resultado es 1.0471976. Entonces cos 6 = 0.5. 9 = 1.0471976 
radianes. Note que 1.0471976 es una aproximacion decimal de 7 t/3 . 


TABLAS TRIGONOMETRICAS 

Antes de que surgiera la calculadora cientifica. las tablas de los valores de las funciones 
trigonometricas eran esenciales para resolver problemas de trigonometna. Las tablas III y 
IV al final del libro, contienen aproximaciones de cuatro cifras decimales para sen 9, 
cos 9, tan 6 y cot 9, para cualquier angulo agudo 9, medido en grados y radianes, res- 
pectivamente. Vease el apendice para leer las instrucciones sobre como utilizar estas tablas, 
si no tiene calculadora. 


COFUNCIONES 


El uso de la terminologfa seno y coseno, tangente y cotangente, secante y cosecante es 
resultado de la siguiente observacion: como lo muestra la figura 22, si los dos angulos 
agudos de un triangulo rectangulo ABC estan demarcados como a y 13, y a es la longitud del 
lado opuesto a a, b es la longitud del lado opuesto a /3, y c es la longitud del lado opuesto al 
angulo recto, entonces: 



sen a = — = cos /3, 
c 


cos a = — = sen /3, 

c 


tan a = — = cot B, 
b 


esc a = 


sec a 

cot a = 


c 

a 

c 

b 

b_ 

a 


= sec 1 3 
= esc (i 
= tan /3 


FK3URA 22 Asi, el coseno de un angulo agudo es igual al seno del angulo complementario; la cotangente 

de un angulo agudo es igual a la tangente del angulo complementario; la cosecante de un 
angulo agudo es igual a la secante del angulo complementario y viceversa. Por esta razon 
decimos que el seno y el coseno, tangente y cotangente, y secante y cosecante son cofuncio- 
nes. Como resultado, hemos rectificado las siguientes identidades para cualquier angulo 
agudo 9. 


0 (radianes) 


0 (grados) 


sen i 

(!-» 

^ = cos 0 

sen (90° — 

9) = cos 9 

tan 

(!- 

tj = cot 9 

tan (90° - 

9) = cot 9 

sec 

(!-« 

'] = esc 6 

sec (90° — 

9) = esc 9 


Como veremos en la seeeion 7.5 estas identidades sirven para todos los angulos 9 (no 
solamente para los agudos). 
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EJERCICIO 6.2 


En Jos problemas 1 al 10, encuentre los valores de las seis fun- 
ciones trigonometricas del angulo 9 en cada uno de los trian- 
gulos. 


1. 


3. 



FIG UR A 23 



FIGURA 25 



FIGURA 27 



1.2 ' 

FIGURA 29 


9. 



FIGURA 31 


2 . 



4. 



FIGURA 26 



FIGURA 28 


8 . 



FIGURA 30 


10 . 



FIGURA 32 


EnJos problemas 11 al 18, utilice las identidades fundamentales 
para encontrar los valores de las funciones trigonometricas que 
faltan para 0. 

2 3 

11. sen 0 = i , cos 6 = 


12. sen 0 - 


Vl3 ’ 

1 

VTo 


, cos 0 = 


Vl3 

3 


VTo 

„„ „ 2 „ 3V5 

13. sen 0 = — , cos 0 — - 

7 7 

5 l 

14. sen 9 = , cos 0 ■ 


V26' 


V26 


1 1 

15. sen 9 = — y=, tan 6 = — 

V65 8 

5 5 

16. cos 0 = —T—, cot 0 = — 

V29 2 

5 5 

17. esc 9 = —, sec 0 = — 

3 4 


18. sen 0 = 


1 


V50 


cot 0 = 7 


En los problemas 19 al 26, encuentre los valores de las funcio¬ 
nes trigonometricas que faltan, dibujando un triangulo apro- 
piado. 


12 

19. sen 0 = — 
13 


21. sec 9 = 


V3 


23. tan 0 = — 


25. cos 9 


20. cos 0 = 

22. esc 0 = VTO 

1 

24. cot 0 = — 


Va 2 + b 2 


, a 2 + b 2 ¥= 0 


26. tan 0 = —, a # 0 
a 


En los problemas 27 al 34, utilice una calculadora para encon¬ 
trar los valores aproximados de las seis funciones trigonometri¬ 
cas para el angulo dado. 


27. 17° 

29. 14.3° 

7 T 

31. — 

5 

33. 0.6725 


28. 82° 

30. 46°15'8" 

32. — 

10 

34. 1.24 


En los problemas 35 al 44, utilice una calculadora para aproxi- 
mar el angulo agudo 0, medido en (a) radianes y (b) grados, 
para satisfacer la condicion impuesta. 


35. sen 0 = 0.5260 
37. tan 0 = 2.4 
39. cos 0 = 0.2 
41. sen 0 = i 
43. sec 0 = 3.81 


36. 

38. 

40. 

42. 

44. 


cos 0 = 0.8964 
sent? = 0.752 
tan 0 = 3.15 
cos 0 = { 
esc 0 = 1.05 


En los problemas 45 al 50, responda verdadero o falso. 

cos 47° 

45. cot 47° =--- 

sin 47° 

46. Si 0 es medido en radianes, cosl — - 6>j = sen 9 _ 

47. sen 61° = cos 29°_ 

48. sen i = 30°_ 

7T 7T 7T 3 

49. cos — = sen —_ 50. cos — = sec — — 

6 3 3 it 
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En los problemas 51 al 54, use las definiciones de las funciones 
trigonometricas de la pagina 281 para verificar la identidad 
dada. 


51. cot 0 = 


53. sec 8 = 


cos 6 
sen 9 
1 


52. esc 6 = 


1 


54. cot 0 = ■ 


sen 6 
1 


cos d tan 6 

55. lisando la figura 33, demuestre que si 6 es un angulo agudo 
en un triangulo rectangulo, entonces: 

(sen 9) 2 + (cos 9) 2 = I 



FIGURA 33 


57. Como lo muestra la figura 34, 2 estaciones de remolque S| y S 2 
ven un globo meteorologico con angulos de elevacion a y (3, 
respectivamente. Demuestre que la altura h a la que esta el 
globo esta dada por: 


cot a + cot p 

donde c es la distancia entre las dos estaciones. [Sugerencia: 
encuentre cot a + cot (3]. 



FIGURA 34 


56. El patron de la siguiente tabla puede ser util para memorizar 
los senos y los cosenos de los angulos especiales. El patron usa 
el hecho de que VI = I. Verifique la tabla. 


9 

(grados) 

8 

(radianes) 

sen 8 

cos 6 

O 

O 

77 

VT 

V3 

6 

2 

2 

45° 

77 

V2 

V2 

4 

2 

2 

60° 

77 

V3 

VI 

3 

2 

2 


58. Use la identidad de la cofuncion tan (90° - 8) = cot 8 , para 
probar que la altura a la hipotenusa de un angulo rectangulo es 
la media proporcional entre los segmentos de la hipotenusa 
(refiriendose a la figura 35), esto es 

m h 
h~~n 



FIGURA 35 


4 # 


Aplicaciones de la trigonometria 
a triangulos rectangulos 

RESOLUCION DE TRIANGULOS RECTANGULOS 

Las aplicaciones de la trigonometria en campos como la topograffa y la navegacion re- 
quieren resolver triangulos rectangulos. La expresion “resolver un triangulo” significa 
encontrar la longitud de cada lado y la medida de cada angulo del triangulo. En esta seccion 
veremos que podemos resolver cualquier triangulo rectangulo si se nos da: 
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(i) o bien las longitudes de dos lados, o 
(ii) la longitud de un lado y la medida de un angulo agudo. 

Como lo muestran los ejemplos mas adelante, dibujar y demarcar el triangulo es parte 
fundamental del proceso de solucion. Nuestra practica general sera dibujar y demarcar el 
triangulo como lo muestra la figura 36. Los tres vertices del triangulo se denotan como 4, B 
y C con C en el vertice del angulo recto. Denotamos los angulos en A y B como a y ft, y 
las longitudes de los lados opuestos a estos angulos como ay b, respectivamente. La longi¬ 
tud del lado opuesto al angulo recto en C se denota como c. 



FIGURA 36 


EJEMPLO 1___ 

Resuelva el triangulo rectangulo con una hipotenusa de 4V3 de longitud y un angulo de 
60°. 

Solucion. Primero dibujamos un triangulo y lo marcamos como lo muestra la figura 37. 
Queremos encontrar a, b y (3. Como a y (3 son complementarios, 


P = 90° - a = 90° - 60° = 30° 

Conocemos la longitud de la hipotenusa. Para encontrar a el lado opuesto del angulo de 
60°, seleccionamos la funcion seno. De sen a = op/hip obtenemos que: 

sen 60° = — 7 =^, o a = 4V3 sen 60° 

4V3 

Recordemos de la seccion 6.2 que sen 60° = V3/2, entonces, 
a = 4V3 sen 60° = = 6 

Para encontrar b , el lado adyacente al angulo de 60°, seleccionamos la funcion coseno. De 
cos a = ady/hip, obtenemos que, 

cos 60° = , o b = 4V3 cos 60° 



FIGURA 37 


Asi, utilizando cos 60° = tenemos que: 

b = 4V3 cos 60° = 4V3(^) = 2V3 

Como altemativa. una vez determinamos a, hubieramos podido hallar b usando o bien el 
teorema de Pitagoras o la funcion tangente. En general, puede haber muchas maneras de 
resolver un triangulo. 


Si hay angulos distintos a los especiales 30°, 45° o 60° dentro del problema, se debe 
utilizar la calculadora o la tabla de funciones trigonometricas para hallar aproximaciones de 
los valores de las funciones trigonometricas deseadas. Para el resto de este capitulo, cuan- 
doquiera que se use una aproximacion, redondearemos los resultados finales a la centesima 
mas cercana, a menos que el problema especifique otra cosa. 

UTILIZACION DE LA CALCULADORA 

En los siguientes ejemplos, los computos se hicieron con una calculadora cienttfica. Sin 
embargo, si utilizamos la tabla IV para obtener los valores de las funciones trigonometricas, 
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los resultados pueden ser algo diferentes de los que se muestran. Esto se debe a que la 
calculadora opera intemamente con ocho o mas dlgitos, a pesar de que la tabla provee 
solamente cuatro dlgitos significativos. Como se menciono en la seccion 5.2, para aprove- 
char al maximo la exactitud y la capacidad de la calculadora, los valores computados de las 
funciones trigonometricas deben ser retenidos o guardados en la memoria de la calculadora 
para uso posterior. Si, por el contrario, se escribe un valor completo y mas tarde un valor 
redondeado en la calculadora, la exactitud del resultado final disminuira. 


EJEMPLO 2 



Resuelvael triangulo rectanguloque tiene un angulode 57.5°y cuyo lado opuesto mide 10. 

Solucion. Primero dibujamos y marcamos el triangulo, como lo muestra la figura 38. A 
partir del dibujo podemos ver que debemos encontrar (3, b y c. Como a y (3 son angulos 
complementarios, 


(3 = 90° - a = 90° - 57.5° = 32.5° 

Conocemos la longitud del lado opuesto a. Para hallar la longitud del lado adyacente, 
usamos la funcion tangente. De tan a = op/ady, tenemos que: 


10 10 

tan 57.5 = —, o b =-- 

b tan 57.5° 

Utilizando una calculadora, encontramos que 57.5° ~ 1.5696856, de manera que 

10 

b = -« 6.37 

1.5696856* 

(Para el calculo anterior, la posible secuencia para escribir en una calc uladora podria ser: 
adap tar la c alculadora al modo de grados, escribir 57.5, oprimir la tec la t a n~, luego opri- 
mir 


1/x| y finalmente multiplicar por 10). 


Para hallar la hipotenusa c, usando sen a = op/hip obtenemos que: 


„ 10 10 

sen 57.5° = —, o c =- —— 

c sen 57.5 


Asl, 


10 


0.8433914 


11.86 



FIGURA 39 


EJEMPLO 3_ 

Resuelva el triangulo rectangulo con lados de 4 y 5 de longitud. 

Solucion. Despues de haber dibujado y marcado el triangulo, como lo muestra la figura 
39, vemos que debemos encontrar c, a y (3. A partir del teorema de Pitagoras, la hipotenusa 
c se nos da por: 

c = V5 2 + 4 2 = V41 = 6.40 

Para encontrar/?, usamos tan (3 = op/ady. (Si trabajamos con las cantidades que se nos 
dan, evitaremos errores con aproximaciones previas). Entonces tenemos que: 


* Eneste puntoestamos mostrandoel valor de la funcion trigonometricapararevisar suoperacion. Al trabajarcon 
una calculadora, este paso no se escribiria. Continuaremos verificandolo en los subsiguientes ejemplos de esta 
seccion. 
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tan (3 = I = 0.8 


Para hall ar/3 co n una calculadora en el modo de grados, escribimos 0.8, oprimimos | IN V 
y luego [tan], El resultado es: 


£ « 38.6598083° = 38.66° 

Entonces, a = 90° - f3 ~ 90° - 38.66° = 51.34° 


EJEMPLO 4 


Una cometa se queda atascada en las ramas mas altas de un arbol. Si la cuerda de la cometa 
mide 90 pies y forma un angulo de 22° con el suelo, estime la altura del arbol encontrando la 
distancia que hay entre la cometa y el suelo. 

Solucion. Sea h la altura de la cometa. A partir de la figura 40 vemos que: 

— = sen 22°, o h = 90 sen 22° 

90 

Entonces, A 555 90 (0.3746066) ~ 33.71 pies 


90 pies 

FIGURA 40 


EJEMPLO 5 


La distancia entre la Tierra y la Luna varia a medida que la Luna gira alrededor de la Tierra. 
A un tiempo determinado, un astronomo principiante mide el angulo de 1° que se muestra 
en la figura 41*. Calcule aproximando a cientos de millas la distancia entre el centra de la 
Tierra y el centra de la Luna en este instante. Asuma que el radio de la Tierra es 3,963 millas. 

Solucion. Sea d la distancia entre el centra de la Tierra y el centra de la Luna. A partir de la 
definicion de la funcion seno, tenemos que: 


sen 1° = 


3,963 


o d = 


3,963 

sen 1° 


Con una calculadora encontramos lo siguiente: 

3,963 

-= 

0.0174524 


227,100 millas 


3,963 millas 
Observador 



redondeando a cientos de millas. 


EJEMPLO 6_ 

Un carpintero corta el borde de un tablero de 4 pulgadas de largo con una inclinacion de 25° 
de la vertical, empezando desde un punto situado a pulgadas del borde del tablero. 
Encuentre las longitudes del corte diagonal y del lado restante. Vease figura 42. 


* Este angulo se conoce como paralelo geocentrico. Su determinacion depende de dos observaciones hechas 
desde la Tierra. 
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Solucion. Sean x, y y z las dimensiones desconocidas, como lo marca la figura 42. De la 
definicion de la funcion tangente tenemos que: 


tan 25° = 4 
4 


Entonces, 


x = 4 tan 25° = 4(0.4663077)= 1.87 pulgadas 
Para encontrar y observamos que. 


— = sec 25°, o y = 4 sec 25° 

4 

Con la calculadora como recurso (utilizando las teclas [cos] y 11/x| ), obtenemos: 

y = 4(1.1033779)= 4.41 pulgadas 


Como z = f + x y jc * 1.87 pulgadas, vemos que: 

z~ 1.5 + 1.87 = 3.37 pulgadas 


ANGULOS DE ELEVACION Y DEPRESION 

El angulo entre la li'nea de visibilidad de un observador y un objeto, y la li'nea horizontal 
recibe un nombre especial. Como lo ilustra la figura 43, si la li'nea de visibilidad y el objeto 
estan porencimade la horizontal, el angulo sedenomina angulo de elevacidn , mientrasque 
si la Hnea de visibilidad y objeto estan por debajo de la horizontal, el angulo se denomina 

angulo de depresion. 



EJEMPLO 7 



Un topografo utiliza un instrumento denominado teodolito para medir el angulo de eleva¬ 
cion entre la cima de la montana y el nivel del suelo. En un punto, el angulo de elevacion 
mide 41 °, medio kilometre mds lejos de la base de la montana, el angulo de elevacion es de 
37°. (,Que tan alta es la montana? 

Solucion. h representa la altura. La figura 44 muestra que hay dos triangulos rectangulos 
que comparten el lado comun h, entonces obtenemos dos ecuaciones con dos inc6gnitas z y 
h: 

——— = tan 37° y — = tan 41° 

z + 0.5 z 
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Podemos resolver cada una de estas para h obteniendo: 

h = (z + 0.5) tan 37° y h = z tan 41° 

Igualando los dos tiltimos resultados obtenemos una ecuacion a partir de la cual podemos 
determinar z 

(z + 0.5) tan 37° = z tan 41° 

A1 despejar z obtenemos: 

-0.5 tan 37° 
tan 37° — tan 41° 

* 3.2556 

Ahora h puede ser hallada asf: 

h = z tan 41° 

- 3.2556 tan 41° 

~ 2.83 km 


EJEMPLO 8 


La mayorfa de los aviones llegan al aeropuerto intemacional de San Francisco (SFO) en una 
planeacion recta de 3°empezando en un punto 5.5 millas (horizontales) del punto de aterri- 
zaje. Usando una tecnica experimental computarizada, llamada acceso en dos segmentos, 
un avion alcanza la pista en un planeo recto, empezando en un punto 5.5 millas (horizonta¬ 
les) del punto de aterrizaje, y luego cambia a un planeo de 3° a 1.5 mi (horizontales) del 
punto de aterrizaje. El proposito de este nuevo acceso es, por supuesto, el de reducir el 
ruido. (,Cual es la altura en pies de un avion P que utiliza el planeo experimental cuando 
cambia al planeo de 3°? Compare la altura de este avion con otro avion P' utilizando el 
acceso estandar de 3° cuando ambos aviones estan a 5.5 millas del punto de aterrizaje. 

Soluci6n. Para poderilustrar mas claramente, los angulos y las distancias que se muestran 
en la figura 45 son un poco exagerados. 

Sea x la altura del avion P en el punto Q 1.5 millas fuera de la pista, cuando el avion 
cambia al planeo de 3°. De la figura vemos que: 

— = tan 3°. o x = 1.5 tan 3° 



Entonces, x~ 1.5(0.0524078) 

= 0.0786 millas 
= 0.0786 (5,280) pies 
= 415 pies 


Si y es la altura del avion P' en el acceso estandar de 3° cuando esta a 5.5 millas fuera 
de la pista, entonces, 

—— = tan 3°, o y = 5.5 tan 3° 

5.5 


Asf: y « 5.5(0.0524078) 

= 0.2882 millas 
= 0.2882(5,280) pies 
= 1,522 pies 
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Ahora, como lo muestra la figura 46, la altura del aeroplano P a 5.5 millas por fuera, 
esta dada por: 

z = w + x 
w 

donde — — tan 6 , o w = 4 tan 6 

4 


Entonces, w ~ 4(0.1051042) 

= 0.4204 millas 
= 0.4204(5,280) pies 
= 2,220 pies 


Por consiguiente, la altura aproximada del avion P en un punto 5.5 millas fuera es: 


z = 2,220 + 415 = 2,635 pies 


EJERCICIO 6.3 


En los problemas 1 al 14, encuentre las incognitas que se le 
piden. Cada problema se refiere al tri&ngulo que nos muestra la 
figura 47. 


1. a = 4, /3 = 27°; b, c 

2. c = 10, P = 49°; a, b 

3. b = 8, fi = 34°20'; a, c 

4. c = 25, a = 50°; a, b 

5. a = 6, a = 61°10'; b, c 

6. a = 5, b = 2; a, /3, c 

7. b = 1 .5, c = 3; a, a 

8. b = 4, a = 58°; a, c 

9. a = 4, b = 10; a, /3, c 

10. b = 3, c = 6; a, /3, a 

11. a = 9, c = 12; a, j8, b 

12. a = 11, a = 33.5°; b. 

13. b = 20, a = 23°; a, c 

14. c = 15, p = 31°40'; a 


A 



15. Un edificio proyecta una sombra de 20 m de largo. Si el angulo 
que se forma desde la punta de la sombra hasta el punto mas 
alto del edificio es de 69°, ^cual es la altura del edificio? 

16. Dos arboles estan en las orillas opuestas de un rio, como lo 
muestra la figura 48. Una linea base de 100 pies se mide desde 
el arbol T ,, y desde esa posicion, el angulo fi, hasta el arbol T 2 
mide 29.7°. Si la linea base es perpendicular al segmento de la 
linea entre T\ y T 2 , encuentre la distancia entre los dos arboles. 



FIGURA 48 

17. Una torre de 50 pies se localiza al borde de un rio. El angulo de 
elevacion entre la orilla opuesta y la cima de la torre es de 37°. 
Determine la anchura del rio. 

18. Un topografo utiliza un geodometro para medir la distancia en 
linea recta desde un punto en el suelo hasta un punto en la cima 
de la montana. Utilice la information que se le da en la figura 
49 para determinar la altura de la montana. 



FIGURA 49 
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19. Un observador situado en el techo de un edificio A mide un 
angulo de depresion de IT entre la lfnea horizontal y la base 
de un edificio B. El dngulo de elevacion desde el mismo 
punto, hasta el techo del segundo edificio es de 41° 25'. 
6 Cual es la altura del edificio B, si la altura del edificio A es de 
150 pies? 

20. Encuentre la altura h de una montana utilizando la informa- 
cion de la figura 50. 



FIGURA 50 

21. La parte superior de una escalera de 20 pies esta recostada 
contra el borde del techo de una casa. Si el angulo de inclina- 
ci6n de la escalera desde la horizontal es de 51°, ^cual es la 
altura aproximada de la casa y que tan lejos esta la parte infe¬ 
rior de la escalera de la base de la casa? 

22. Un aeroplano que vuela a una altitud de 25,000 pies se aproxi- 
ma a una estacion de radar localizada en una colina de 2,000 
pies de altura. En un instantc el angulo cntrc el radar que apun- 
ta hacia el avion y la horizontal es de 57°. ^Cual es la distancia 
en lfnea recta, en millas, entre el avion y la estacion de radar en 
ese instante en particular? 

23. Un segmento recto de 5 millas de una carretera sube por una 
colina de 4,000 pies de altura. Determine el angulo que forma 
la carretera con la horizontal. 

24. Una caja tiene las dimensiones que se muestran en la figura 51. 
Encuentre la longitud de la diagonal entre los extremos Py Q. 
^Cu41 es el Angulo 9 formado entre la diagonal y el borde 
inferior de la caja? 



FIGURA 51 

25. Unos observadores en dos pueblos distintos, A y B, en cada 
lado de una montana de 12,000 pies, miden los angulos de 
elevacion entre el suelo y la cima de la montana (vease figura 
52). Asumiendo que los pueblos estan sobre el mismo piano 
vertical, encuentre la distancia horizontal que hay entre ellos. 



A B 


FIGURA 52 

26. Un puente levadizo mide 7.5 metros de orilla a orilla, y cuan- 
do esta completamente abierto forma un angulo de 43° con la 
horizontal (vease figura 53(b)). Cuando el puente esta cerra- 
do, el angulo de depresion desde la orilla, hasta un punto en la 
superficie del agua, debajo del extremo opuesto, es de 27° 
(vease la figura 53(a)). Cuando el puente esta completamente 
abierto, ^cual es la distancia d entre su punto mis alto y el agua 
que hay debajo? 



(b) 

FIGURA 53 

27. Un hombre parado a 50 pies de una casa de 20 pies de altura, 
mira hacia la antena de television localizada arriba, en el borde 
del techo (vease figura 54). Si el angulo, entre su lfnea de 
visibilidad al borde del techo y su lfnea de visibilidad a la cima 
de la antena es de 12°, ^cual es la altura de la antena? 
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FIGURA 54 

28. El asta de una banderaesta localizada al borde de un precipicio 
de 50 pies, a la orilla de un rfo de 40 pies de anchura (vease 
figura 55). Un observador al lado opuesto del rfo mide un 
angulo de 9° entre su lfnea de observacion y la punta de la 
bandera, y su lfnea de observacion y la cima del precipicio. 
Encuentre la altura del asta de la bandera. 



FIGURA 55 

29. La longitud de un Boeing 727 es de 131.1 pies. ( ;Cual es la 
altitud del avion si este subtiende un ingulo de 2° cuando esta 
directamente sobre un observador situado en tierra? (Vease 
figura 56). 



FIGURA 56 

30. La aguja de un cuadrante solar mide 4 pulgadas. Si proyecta 
una sombra de 6 pulgadas, ^cual es el angulo de elevacion del 
Sol? 


31. Un radar meteorol6gico es capaz de medir tanto el angulo de 
elevacion hasta el punto mis alto de una tormenta como la 
distancia horizontal a la tormenta. Si su distancia horizontal a 
la tormenta es de 90 km y el ingulo de elevacidn es de 4°, 
^puede un avidn de pasajeros, que es capaz de subir 10 km, 
volar sobre la tormenta? 

32. Un techo de nubes es la altitud mas baja a la cual podemos 
encontrar una nube solida. El techo de nubes en los aeropuer- 
tos debe estar suficientemente alto para que los despegues y 
los aterrizajes sean seguros. Durante la noche, el techo de 
nubes puede ser determinado si iluminamos su base con un 
proyector que apunte verticalmente hacia arriba. Si un obser¬ 
vador esta a 1 km del proyector y el angulo de elevacion hasta 
la base de la nube iluminada es de 8°, encuentre el techo de 
nubes. (Vease figura 57). (Durante el di'a el techo de nubes se 


FIGURA 57 

calcula generalmente mediante la simple observacidn. Sin em¬ 
bargo, si se requiere un calculo exacto, se infla un globo de tal 
manera que se eleve a una razon constante determinada. 
Luego se suelta el globo y se cronometra hasta el momento en 
que este desaparece dentro de la nube. El techo de nubes se 
determina multiplicando la razon por el tiempo de ascenso; no 
es necesario utilizar trigonometrfa para esta 1 operacidn). 

33. Asumiendo que la Tierra es una esfera, demuestre que: 

Ce = C c cos 0 

donde C 9 es la circunferencia del paralelo de latitud 0 y C e es 
la circunferencia de la Tierra en el ecuador. (Vdase figura 58). 
[ Sugerencia : R cos 0 = r\. 



FIGURA 58 
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En los problemas 34 y 35, utilice el resultado del problems 33. 

(tome 6,400 km como el radio R de la Tierra). 

34. Encuentre la circurrferencia del ci'rculo artico que se encuentra 
a 66°33'N de latitud. 

35. Encuentre la distancia “alrededor del mundo” a una latitud de 
58° 40'N. 

36. Deduzca la formula A = jac sen f3 para el area del triangulo que 
se muestra en la figura 47. 

37. La longitud final de la lava que fluye de un volcan parece 
disminuir a medida que la elevacion del crater donde esta se 
origina aumenta. Un estudio empfrico del monte Etna nos da la 
longitud final L del rfo de lava en terminos de elevacion h de 
donde se origina la lava, por la formula 

L - 23 - 0.0053 h 

donde L se mide en kilometros y h se mide en metros. 


Suponga que'una villa siciliana situada a una altura de 
750 m estd sobre una pendiente con inclinacidn de 10°, direc- 
tamente abajo de donde se origina la lava que tiene una altitud 
de 2,500 m. (Vdase figura 59). De acuerdo con la formula, 
iqud tan cerca de la aldea alcanzaria a llegar la lava? 



10 ° 


Funciones trigonometricas 
de angulos generales 

Hasta ahora hemos definido las funciones trigonometricas solo para angulos agudos. Sin 
embargo, muchas aplicaciones de la trigonometrfa incluyen angulos que no son agudos. 
Como consecuencia, es necesario extender la definicidn de las seis funciones trigonometri¬ 
cas para los angulos generales. Naturalmente, queremos extender la definicion para estar de 
acuerdo con la definicidn anterior, cuando el angulo sea agudo. Para lograresto, procede- 
mos como sigue. 

Dejemos que 0 sea un angulo agudo en posicion normal y escojamos un punto P(x, y) 
en el lado terminal de 0, como lo muestra la figura 60. Si tomamos r = d (O, P) = 

V.r..+ y 2 , entonces y = op, x — ady y r = hip, entonces tenemos que: 

sen 0 = —, cos 0 = —, y tan 0 = — (4) 

r r x 




Las expresiones en (4) nos dan un modelo sobre el cual basamos nuestra definicidn extendi- 
da para cualquier angulo 0 en posicidn normal, tal como lo ilustra la figura 61. 
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FIGURA 62 


Ahora tenemos la siguiente definition de las funciones trigonometricas de un Angulo ge¬ 
neral. 


DEFINICION 2 - — — - — 

Sea 0 un angulo en posicion n ormal, y sea P(x, y) cualquier punto djstinto de (0, 0) en 
el lado terminal de 0. Si r = Vx 2 + y 2 es la distancia entre (0, 0) y (jc, y), entonces las 
seis funciones trigonometricas de 0 se definen como: 


sen 0 = —, 
r 


cos 6 - —, 
r 


tan 0 = —, jc ¥= 0, 
x 


esc 0 — —, v ^ 0 


sec 0 - x 0 
x 


cot 0 = —, y ¥= 0 

y 


Se puede demostrar, utilizando triangulos semejantes, que los valores de las seis fun¬ 
ciones trigonometricas dependen unicamente del angulo 0 y no del punto P(x, y) que 
se escoja en el lado terminal de 0. (La justification es como la que se hizo para los angulos 
agudos en la pagina 281. Vease problema 65). 

Las funciones trigonometricas serfan indefinidas si los den ominadores de sus formulas 
valieran cero. Como P(x, y) ^ (0. 0) entonces r = vx 2 + y 2 nunca es cero. Entonces, los 
dominios de las funciones trigonometricas seno y coseno constan de todos los angulos 6. 
Sin embargo, las funciones tangente y secante son indefinidas si el angulo 0 tiene su lado 
terminal sobre el eje y, porque entonces x = 0, Entonces, los dominios de tan 0 y sec 6 
constan de todos los angulos 0 , excepto aquellos medidos en radianes ± v/2, ± 3 -nil, 
± 5 7t/ 2, y asf sucesivamente. Utilizando la notacion conjuntista, podemos escribir los 
dominios de las funciones tangente y secante como {0\0 (2n +1 n = 0, ± l,t±2, 

. . .} o {O\0*(2n+ 1)90°, n = 0, ±1, ±2, . , .}. 

Las funciones cotangente y cosecante no se definen para angulos con lados terminales en el 
eje x porque entonces y = 0. Asf, los dominios de cot 0 y esc 0 comprenden todos los 
angulos 0, excepto aquellos cuya medida en radianes es 0, ±t r, ±2 tt, ±3-tr y asf sucesi¬ 
vamente; esto es; {0\0 mr, n = 0, ±1, ±2, . . .} o {0\0 ^ 180°n, n = 0, ±1, ±2, 

• - -I- 

Como r = Vx 2 + y 2 , se sigue que \x\ s r y lyl s r. Entonces, 

|sen0| 1, |cos 0\ s 1, |csc 0| s 1, y |sec 0| > 1 
para todo angulo 0 en el dominio de cada una de las funciones. 


EJEMPLO 1_ 

Encuentre los valores exactos de las seis funciones trigonometricas del angulo 0, si 0 esta 
en posicion normal y el lado terminal de 0 contiene el punto P(- 3, 1). 

Solucion El lado terminal de 0 esta dibujado en la figura 62. Tenemos que x = — 3 y y = 
1, entonces: 

r = Vx 2 + y 2 = V(—3) 2 + (l) 2 = VTO 

De ahf que: 
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sen 9 = — 
r 

x 

cos 9 = — 
r 

tan 9 = — 

x 


i _ VTo 
VTo _ 10 ’ 

-3 _ 3Vl0 

VTo _ 10 ’ 

l l 

— 3 ~~ 3’ 


esc 6 

sec 6 


cot 9 


l _ yjo 

V ~ 1 

VTo _ 

-3 



= VTo 
VTo 

3 


EJEMPLO 2 


Encuentre los valores de las seis funciones trigonometricas de 9 si 9 = — tt/2. 


Solucion Primero, colocamos 9 en posicifth normal como lo muestra la figura 63. Segun 
la definicion, podemos escoger cualquier punto P{x, y) en el lado terminal de 9. Por 
conveniencia, escogemos P (0, — 1), para que x = 0,y = — 1 ,yr= Vx 2 + y 2 = 1. Entonces, 



Sin embargo, las expresiones tan 9 = ylx y sec 8 = r/x, son indefinidas para 9 = —tt/2 ya 
que x = 0. 



FIGURA 63 


SIGNOS ALGEBRAICOS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 


Dependiendo del cuadrante en que esta el l ado term inal de 6, una o ambas coordenadas de 
P(x, y) pueden ser negativas. Como r = Vx 2 + y 2 siempre es positiva, cada una de las seis 
funciones trigonometricas d e'9 tiene valores tanto negativos como positivos. Por-ejemplo, 
como lo muestra la figura 64, sen 6 = y/r es positivo, si el lado terminal de 6 esta en los 
cuadrantes I 6 II (donde y es positivo) y, y es negativo si el lado terminal de 6 esta en los 
cuadrantes III 6 IV (donde y es negativo). 

La siguiente tabla resume los signos algebraicos de las seis funciones trigonometricas. 
Por conveniencia, si el lado terminal de 9 esta en el segundo cuadrante, nos referiremos a 
9 como un angulo del cuadrante II o diremos que 9 esta en el cuadrante II. Usaremos una 
terminologia similar cuando nos refiramos a angulos con sus lados terminales en los cua¬ 
drantes I, III 6 IV. 


ky 


Cuadrante li 

y > 0 

sen H = - > 0 
r 

Cuadrante I 

y > 0 

sen H = - > 0 

r 

y < 0 

y < 0 x 

v 

' v 

sen --<() 

sen H = -<() 

r 

r 

Cuadrante III 

Cuadrante IV 


FIGURA 64 


SIGNOS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 


CUADRANTE EN EL QUE SE 
HALLA EL LADO TERMINAL 

DE e 

sen 0 

cos 0 

tan 0 

CSC 0 

sec 0 

cot 0 

I (0 < 0 < tt/2) 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

II (tt/2 <6<tt) 

+ 

- 

- 

+ 


— 

III (7r < 0 < 3 tt/2) 

— 

- 

+ 

— 

— 

+ 

IV (2 tt/2 <6 <2 tt) 


+ 

— 

— 

+ 

— 
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EJEMPLO 3__ 

(,En que cuadrante se encuentra el lado terminal de 9 si sen 6 > 0 y tan 9 < 0? 

Solucion Como la funcion seno es positiva para angulos en los cuadrantes I y II y la 
funcion tangente es negativa en los cuadrantes II y IV, el lado terminal de 9 debe estar en el 
cuadrante II. 


IDENTIDADES PiTAGORICAS 

Las identidades recfprocas y de cociente para los angulos agudos que dimos en la seccion 
6.2 tambien se utilizan para los angulos generales. (Veanse problemas 66 y 67). A nuestra 
coleccion de identidades fundamentales agregamos tres identidades muy utiles denomina- 
das identidades pitagoricas. Para obtener laiprimera de estas, sea 9 cualquier angulo en 
position normal. Como lo muestra la figura 65, sea P(x, y) cualquier punto distinto del 
origen en el lado terminal de 9. Sea r = d(0, P ) = Vjc 2 + y 2 ,, entonces tenemos que: 

x 2 + y 2 = r 2 

Si dividimos ambos lados por r 2 podemos escribir 



Reconociendo que x/r = cos 9 y y/r = sen 9, obtenemos la identidad pitagorica basica: 

(cos 9) 2 + (sen#) 2 = 1 (5) 

Es normal escribir cos 2 9, en lugar de (cos 9) 2 , y sen 2 9, en lugar de (sen 9) 2 . Una 
notacion similar se utiliza para las otras funciones trigonometricas y para todas las potencias 
excepto — 1. (Como lo reafirmamos en la seccion 6.2, sen -1 9, cos -1 9, y as! sucesivamen- 
te, se refieren a la funcion inversa de la correspondiente funcion trigonometrica, la cual 
analizaremos en el capltulo 7). 

Con esta nueva notacion, (5) se vuelve: 

cos 2 9 + sen 2 9=1 (6) 

Si dividimos ambos lados de esta ecuacion por cos 2 9 obtenemos, 

cos 2 9 sen 2 9 _ 1 

cos 2 9 cos 2 9 cos 2 9 

O 1 + (i^) ! - (-M 2 

V cos 9> V cos 9 

Como tan 9 = sen 0/cos 9 y sec 9 = 1/cos 9, esto se simplifica a: 

1 + tan 2 9 = sec 2 9 
La ultima identidad pitagorica es: 

cot 2 9 + 1 = esc 2 9 

Se obtiene al dividir ambos lados de (6) por sen 2 9. (Vease problema 68). 

Para su conveniencia en la parte interior de la portada de este libro se encuentra un 
resumen de trigonometrfa basica, que incluye todas las identidades fundamentales. 
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EJEMPLO 4_ 

Dado que cos 0 = 3 y que 0 es un angulo en el cuadrante IV, encuentre los valores exactos 
de las cinco funciones trigonometricas restantes de 6. 

Solucion. Sustituyendo cos 0 — \ por cos 2 0 + sen 2 0 = 1 resulta que: 

(s ) 2 + sen 2 6 = 1 

sen 2 6 = 1 -^ = | 


Como el lado terminal de 6 esta en el cuadrante IV, sen 6 es negativo. Por lo que debemos 
elegir la rafz cuadrada negativa de §: 


sen $ = 



2V2 

3 


Se sigue que: 
tan 6 = 

sec d = 


sen 0 
cos 0 
1 

cos 6 


-2V2/3 

1/3 


-2V2, cot 6 = 
esc 6 = 


1 _ 1 
tan 0 ~ - 2 V 2 ' 
1 _ 1 
sen 6 —2\/2/3 

3V2 
4 


V2 

4 


EJEMPLO 5 


Dado que tan 6 = — 2 y sen 6 > 0, encuentre los valores exactos de las cinco funciones 
trigonomdtricas restantes de 0. 

Solucion Tomando tan 0 =■ -2 en la identidad 1 + tan 2 0 = sec 2 0 encontrariios que: 


sec 2 0=1+ (—2 ) 2 = 5 

Como tan 0 es negativa en los cuadrantes II y IV y sen 0 es positivo en los cuadrantes I y 
II, el lado terminal de 0 debe estar en el cuadrante II. Entonces, debemos tomar: 

sec 0 = — V5 

De sec 0=1/cos 0, se deduce que: 


Luego, usando 

Luego, 

y 


cos 0 = 


1 


sec 0 —V5 

0 = sen 0 /cos 0 , obtenemos, 

V5 


sen 0 = cos 0 tan 0 = 
1 


CSC 0 = 


V5 

5 


(- 2 ) = 


_ 1 V5 

sen0 2V5/5 2 


cot 0 


1 


tan 0 


2 


2V5 

5 
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FIGURA 66 





e = 6' 



(a) 


(b) 



En la seccion 6.2 encontramos valores exactos para las seis funciones trigonometricas de los 
angulos especiales de 30°, 45° y 60° (o tt/6, tt/4 y v/3, medidos en radianes). 

Estos valores se pueden utilizar para determinar los valores exactos de las funciones trigo¬ 
nometricas de ciertos angulos, no agudos, mediante el angulo de referenda. 

DEFINICION 3 

Tomemos 6 como un angulo en posicion normal de manera que su lado terminal no 
este en un eje coordenado. El angulo de referenda 6' para 6 se define como el 
angulo agudo formado por el lado terminal de 6 y el eje x. 


La figura 66 ilustra esta definicion para Angulos con lados terminales en cada uno de los 
cuatro cuadrantes. 


EJEMPLO 6_ 

Encuentre el angulo de referencia 0' para cada angulo 0. 


(a) 0 = 40° (b) 0 = — (c) 0 = 210° (d) 0 = - 

3 4 

Solucion 

(a) A partir de la figura 67(a) vemos que 0' = 40° 

(b) A partir de la figura 67(b), 0’ = it -0 = 7 T -2tt/ 3 = v/3 

(c) A partir de la figura 67(c), 9’ = 0 180° = 210° -180° = 30° 

(d) Como 9 = —9tt/4 es coterminal con: 


9 17 


+ 2n = — 


7r 
4 


encontramos que 0’ = n/4 (vease figura 67(d)). 


La utilidad de los angulos de referencia al evaluar las funciones trigonometricas es 
resultado de la siguiente propiedad. 
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FIGURA 67 

Por ejemplo. 


y asf sucesivamente. 


|sen 0| = sen 0', |cos 0\ = cos 6' 


Verificamos la propiedad para la funcion seno y dejamos los casos restantes como un 
ejercicio (vease problema 69). Si el lado terminal de 0esta en el cuadrantel, entonces 0 = 
0' y el seno 0 es positivo, por tanto, 

sen 0' = sen 0 = jsen 0| 

De la figura 68, vernos que si 0es un angulo de los cuadrantes II, III o IV entonces tenemos 
que: 


sen 0' 


v| 

r 


y 

r 


sen 0\ 


donde P(.x, y) es cualquier punto, en el lado terminal de 0 y r = V.r + y 2 . 


i y *- v 



FIGURA 68 (a) (h) (c) 

Ahora podemos describir un procedimiento paso a paso para determinarel valor de una 
funcion trigonornetrica para cualquier angulo 0. 
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EJEMPLO 7__ 

Encuentre los valores exactos de sen 0, cos 6 y tan 6 para cada uno de los siguientes 
angulos: 


(a) 



(b) 0 = 210° 


(c) 


6 = - 


9tt 

4 


Solucion 


(a) Seguimos el proceso analizado anteriormente. 

1. En el ejemplo 6(b) hallamos que el angulo de referenda para 0 = 277/3 es 0' = 0/3. 

2. De la seccion 6.2 sabemos que sen (tt/3) = VJ/2, cos (tt/3) = 1/2 y tan (77/3 ) = VT. 

3. Como 0 — 277/3 es un angulo del cuadrante II, donde el seno es positivo, pero el coseno 
y la tangente son negativos, tenemos que: 


2tt V3 

sen-=-, 

3 2 




= -V3 


(b) Refiriendonos al ejemplo 6(c), vemos que el angulo de referenda 0' — 30°. Usando 
la propiedad de los angulos de referenda y el hecho de que el lado terminal de 0 = 
210° esta en el cuadrante III, obtenemos: 


sen 210° 
cos 210° 
tan 210° 


- sen 30° 
—cos 30° 
tan 30° = 


1 

2 

= _V3 

2 

V3 

3 




(c) Del ejemplo 6(d) sabemos que el angulo de referenda 6 = 7 t/4 . Como 0 = 
un angulo del cuadrante IV, encontramos que, 

V2 


-97 t/4 es 


sen 


cos 


tan 


9tt 

4 

977 

4 

9tt 

4 


77 

= —sen — = — - 


V2 

2 


77 

= cos — = 

4 

77 

= -tan —= — 1 
4 


EJEMPLO 8_ 

Encuentre todos los angulos que se encuentren entre 0° 0 < 360° de manera que 

sen 0 = i. 

Solucion. De lo que sabemos acerca de los angulos especiales 30°, 60° y 90°, tenemos que 
0 = 30° es una solucion. Usando 30° como Angulo de referenda en el segundo cuadrante, 
como lo muestra la figura 69, encontramos 0 = 150° como una segunda solucidn. Como la 
funcion seno es negativa en los cuadrantes III y IV, no hay soluciones adicionales que 
satisfagan 0° =s 0 < 360°. 
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EJEMPLO 9 


y 


Encuentre todos los angulos 6 que satisfagan 0° 6 < 2tt, de manera que cos 6 = -V 2 / 2 . 

Solution Como el valor dado de la funcion coseno es negativo, determinamos primero el 
angulo de referenda O', de manera que cos 0' — V2/2. De la seccion 6.2 sabemos que 
0' = w!4. Como la funcion coseno es negativa para los angulos de los cuadrantes II y III, 
colocamos el angulo de referencia 8' = n/4 , como lo muestra la figura 70. Despues 
obtenemos 0 = 3m/4 y 0 = 577/4 como soluciones, 




Nota de advertencia: en esta seccion hemos evitado intencionalmente la utilizacion de 
calculadoras. Para un completo entendimiento de la trigonometria, es fundamental que 
usted domine los conceptos y sea capaz de resolver sin calculadora los calculos y las simpli- 
ficaciones que hemos visto. Los siguientes ejercicios deben ser resueltos sin tabla y sin 
calculadora. 


(b) 

FIGURA 70 


EJERCICIO 6.4 


(No utilice tablas ni calculadoras para resolver los siguientes 
problemas). 

En los problemas 1 al 10, evalue las 6 funciones trigonometricas 
del angulo 6 si 8 esta en position normal y su lado terminal 
contiene el punto dado. 

1. (6, 8) 2. (-1, 2) 3. (5, -12) 

4. (-8, -15) 5. (0, 2) 6. (-3, 0) 

7. (-2, 3) 8. (5, -1) 9. (-V2, -1) 

10 . (V3, V2) 

En los problemas llal 18, encuentre el cuadrante en el que se 
encuentra el lado terminal de 0, si 6 satisface las siguientes 
condiciones: 


11. sen 0 < 0 
13. tan 0 < 0 
15, cot 0 > 0 
17. sen 0 > 0 


y tan 0 > 0 
y sec 8 < 0 
y sen 0 > 0 
y cos 8 < 0 


12. cos 0 > 0 
14. sec 0 < 0 
16. esc 8 > 0 
18. tan 8 < 0 


y sen 0 < 0 
y esc 8 < 0 
y cot 0 < 0 
y esc 0 > 0 


25. sen 6 = — —, cos 8 > 0 

2 

26. cos 8 =-, sen 8 < 0 

3 

27. tan 0 = 8, sec 8 > 0 

28. sec 0 = -4, esc 0 < 0 


29. Si cos 8 = —, halle todos los posibles valores de sen 8. 

2 

30. Si sen 8 = — —, halle todos los posibles valores de cos 8. 

31. Si 2 sen 8 - cos 0 = 0, ihalle todos los posibles valores de 
sen 8 y cos 8. 

3 

32. Si cot 8 = —, halle todos los posibles valores de esc 8. 

4 

33. Si sec 0 = —5, halle todos los posibles valores de sen 0 y 
cos 8. 

34. Si 3 cos 8 = sen 8, halle todos los posibles valores de tan 
8, cot 8. sec 0 y esc 8. 

35. Complete la siguiente tabla: 


En los problemas 19 al 28, nos dan el valor de una de las funcio¬ 
nes trigonometricas del angulo 8. De este valor y la informa- 
cion adicional, determine los valores de las cinco funciones tri¬ 
gonometricas restantes de 0. 


19. sen 8 = —, 
4 


8 esta en el cuadrante II 


20. cos 0 = — 


_2 

5’ 


8 esta en el cuadrante III 


21. tan 8 = 3, 8 esta en el cuadrante III 

22. cot 8 = 2, 0 est4 en el cuadrante III 

23. esc 6 = —10, 0 esta en el cuadrante IV 

24. sec 0 = 3, 8 est£ en el cuadrante IV 


8 

8 




(grados) 

radianes 

sen 0 

cos 0 

tan 0 

0° 

0 

0 

1 

0 


77 

1 

V3 

V3 

O 

O 



— 

— 

6 

2 

2 

3 

45° 

77 

V2 

V2 

1 

— 

-- 

— 

4 

2 

2 


60° 

77 

V/3 

1 

V3 

3 " 

2 

2 



77 


0 


90° 


1 

— 

2 





(continua) 
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8 

8 




grados) 

radianes 

sen 8 

cos 8 

tan 8 

120 ° 

2tt 

3 

V3 

2 

1 

2 

—V3 

135° 

3tt 

4 




0 

O 

5t 7 
~6 




oo 

O 

o 

7T 




210 ° 

Itt 

i 

V3 

V3 

6 

2 

2 

3 

225° 

577 

4 




240° 

47 T 

3 




270° 

37 T 

2 




300° 

577 

3 




315° 

Itt 

T 




U> 

U i 

o 

o 

117 r 




o 

O 

SO 

277 





36. Complete la siguiente tabla: 


8 

8 




(grados) 

radianes 

esc 6 

sec 8 

cot 8 

0 ° 

0 

— 

1 

— 

O 

O 

cn 

77 

6 

2 

2V3 

3 

V3 

45° 

60° 

77 

4 

77 

3 

V2 

2V3 

3 

V2 

2 

1 

V3 

3 

90° 

77 

2 

1 

— 

0 

hO 

O 

o 

Itt 

3 




135° 

377 

T 




O 

O 

577 

~6~ 




o 

O 

00 

77 




210° 

Itt 

~6 




225° 

5tt 

4 




240° 

477 

3 




270° 

377 

T 





(continua) 


8 

8 




(grados) 

radianes 

esc 8 

sec 6 

cot 8 

300° 

577 

T 




315° 

Itt 

T 




330° 

117r 

6 




360° 

277 





hn los problemas M al Sz, encuentre el valor exacto de la expre- 
sion. 


37. cos 5ir 

38 . sen(-^) 

137T 

39. cot —— 

O 

977 

40. tan- 

2 

41. sen (-^“) 

2377 

42. cos 

4 

43. esc (-|) 

2377 

44. tan - 

4 

45. sec (-120°) 

46. esc 495° 

47. sen 150° 

48. cos (-45°) 

49. tan 405° 

50. sen 315° 

51. cot (-720°) 

52. sec (-300°) 

En los problemas 53 al 58, encuentre todos los Angulos 8, que 
satisfagan la condition dada donde 0° < 8 < 360°. 

53. tan 8 = V3 

54. sen 8 = --7 

2 

V2 

55. cos 8 = - 

2 

_ „ 2 V 3 

56. sec 8 = 

57. esc 8 = — 1 

1 

58. cot 8 =- 7 = 

V3 

En los problemas 59 al 64, 

encuentre todos los angulos 8, 

donde 0 =s 8 < 2 ir, satisfaga la condicion dada. 

59. sen 8 = 0 

60. cos 8 — — 1 

61. sec 8 = — V2 

62. esc 8=2 

63. cot 8 = — V3 

64. tan 8 = 1 


65. Usando triangulos semejantes demuestre que los valores de las 
6 funciones trigonometric as de un angulo general definido en 
la pagina 300, dependen solo del angulo 8 del punto P(x, y) 
en el lado terminal de 8. 

66. Si 8 es cualquier angulo para el cual las funciones estan defi- 
nidas, pruebe que: 


esc 8 = 


sen# 


, sec 8 = 


1 


cos 0 


, y cot 8 = 


1 


tan 8 


67. Si 6 es un angulo para el cual las funciones estan definidas, 
pruebe que: 


tan 8 = 


sen 8 
cos 8 


cot 8 = 


cos 8 
sen 8 
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68. Si 0 es cualquier angulo para el cual las funciones estan defi- 
nidas, pruebe que: 

cot 2 6 + 1 = esc 2 0 

69. Verifique la propicdad del angulo de referencia para las fun¬ 
ciones coseno, tangente, cosecante, secante y cotangente. 

70. Sea / una recta no vertical que pasa por el origen y forma un 
angulo 0 , medido en sentido contrario al de las manecillas del 
reloj, desde el lado positivo del eje x (vease la figura 71). 
Pruebe que la pendiente de l es igual a tan 6. 



FIGURA 71 

71. ^Existe un angulo 0, de manera que cost? = 4/3? Explique. 

72. ^Existe un drigulo 6 de manera que 2 esc / = 1? Explique. 

73. La ayuda aada en el problema 56 del ejercicio 6.2 puede exten- 
derse para que incluya angulos de 0° (0 radianes) y 90° (tt/2 
radianes). Verifique la siguiente tabla: 



74. Por surotacion, laTierraesachatadaen los polos y abultada en 
el ecuador. Como resultado, la aceleracion debida a la grave- 
dad varia con la latitud 6. Estudios de satelite han demostra- 


do que la aceleracion debida a la gravedad g saI es aproximada 
por la funcion 

g sa , = 978.0309 + 5.18552 sen 2 # - 0.00570 sen 2 20 

(a) Encuentre g sa , en el ecuador (6 = 0°), b) en el polo norte, 
y c) a 45° de latitud norte. 

75. En ciertas condiciones, la altura maxima alcanzada por una 
pelota de baloncesto que se lanza desde una altura h en un 
angulo a, medido desde la horizontal, con una velocidad ini- 
cial v esta dada por: 


donde g es la aceleracion debida a la gravedad. Calcule la ma¬ 
xima altura alcanzada por un tiro libre si h = 2.15 m, v= 8m/s, 
a = 64° 28', y g = 9.81 m/s 2 . 


76. El alcance de un lanzamiento desde una altura h, por encima 
del piso, con una velocidad inicial v, en un angulo a con la 
horizontal puede ser aproximadamente: 

v cos 2 a r /—^-r-. 

R = -[v sen a + Vv 2 sen 2 a + 2gh] 

8 

donde g es la aceleracion debida a la gravedad. Compare los 
alcances logrados para las alturas desde donde se hicieron los 
lanzamientos (a)/i = 2.0 m y (b) h = 2.4 msiv = 13.7m/sya 
= 40°. Tome g = 9.81 m/s 2 , (c) Explique por que un incre- 
mento en h produce un incremento en R, si los otros parame- 
tros se mantienen fijos. (d) /.Que implicaciones tiene esto 
sobre las ventajas que pueda tener un jugador alto? 
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6.5 


Ley del seno 



FIGURA 72 


En la seccion 6.3 vimos como se resuelven los triangulos rectangulos. En esta seccion y en 
la proxima consideraremos las tecnicas para resolver triangulos generates. 

Considere el triangulo ABC que se muestra en la figura 72, con angulos a, (3 y yy con 
lados opuestos a, by c, respectivamente. Si conocemos la longitud de un lado y otras dos 
partes del triangulo, podemos encontrar las tres partes restantes. Esto se puede lograr, o bien 
usando la ley del seno: 


sen a 


sen f} 


sen 


(7) 



FIGURA 73 


o aplicando la ley del coseno, que se desarrollara en la seccion 6.6. 

A pesar de que la ley del seno es valida para cualquier triangulo, la obtendremos sola- 
mente de triangulos acutangulos* y dejaremos los casos de triangulos obtusangulos como 
ejercicio (v6ase problema 37). 

Como lo muestra la figura 73, sea h la altura desde el v6rtice A hasta el lado BC. Se 
sigue que: 

h 

— = sen /} 
c 


Similarmente, 


h = c sen /? 


— = sen y 
b 


( 8 ) 


o h = b sen y 

Igualando las expresiones (8) y (9) tenemos que: 

c sen /3 = b sen y 
sen (3 sen y 

de manera que — - - ~ 

De manera similar podemos probar que: 

sen a sen f3 


(9) 


( 10 ) 


( 11 ) 


(vease problema 36). Combinando (10) y (11) obtenemos que: 

sen a sen /3 sen y 


* Un triangulo acutangulo es un triSngulo cuyos tres Angulos miden menos de 90°. 
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USO DE LA CALCULADORA 

A partir de este momento usaremos una calculadora cientifica para hallar aproximaciones de 
los valores de las funciones trigonometricas. Como lo mencionamos en la seccion 5.2, para 
asegurar la exactitud de nuestros resultados, todos los dfgitos seran retenidos en la calcula¬ 
dora para calculos posteriores, pero por conveniencia solo cuatro cifras decimales seran 
mostradas en este texto de aqui en adelante. Tambien redondearemos los resultados finales a 
la centesima mas cercana, a menos que el problema especifique otra cosa. 

EJEMPLO 1_ 

Determine las partes restantes del triangulo que se muestra en la figura 74. 

Soluci6n. Sean f3 = 20°, a = 130°, y b = 6. Inmediatamente se sigue que 

y = 180° - 20° - 130° 

= 30° 

A partir de la ley del seno, podemos ver que: 

sen;130° _ sen 20° sen 30° 
a 6 c 


A 



B a C 


FIGURA 74 


Resolviendo para a desde 


sen 130° sen 20° 


obtenemos que: 


/ sen 130 \ /0.7660A ^ 

a = 6 - » 6 - ~ 3.44 

V sen 20°/ \0.3420/ 


sen 20° 

Resolviendo para c, usamos: 

sen 20° sen 30° 


de manera que 


- A sen30 ° ) « J 0-5000 ^ __ 
\ sen 20°/ ~ 6 V0.3420/ ~ 


8.77 


Nota de advertencia: los resultados son generalmente mas exactos si los valores dados 
son utilizados en lugar de los calculados, para calcular valores desconocidos. Asl, en el 
ejemplo 1 utilizamos (sen 20°)/6 = (sen 30°)/c para calcular c en lugar de (sen 130°)/a = 
(sen 30°)/c y el valor calculado a — 13.44. 


RESOLUCION DE TRIANGULOS: CUATRO CAS0S 

En general, podemos usar la ley del seno para resolver triangulos para los cuales sabemos: 
(i) dos angulos y cualquiera de los lados, (ii) dos lados y un angulo opuesto a alguno de estos 
lados. Aquellos triangulos para los cuales sabemos (iii) tres lados, o (iv) dos lados y el 
angulo comprendido no pueden ser resueltos directamente aplicando la ley del seno. En la 
siguiente seccion consideraremos un metodo para resolver los ultimos dos casos. 
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En el ejemplo 1, donde se nos dieron dos angulos y un lado (caso (i)), el tri&ngulo tenia 
solo una solucion. Sin embargo, esto puede no ser cierto en todos los casos, como el (ii), 
donde conocemos dos lados y un angulo opuesto a alguno de estos lados. Por ejemplo, 
supongamos que los lados b y c y el angulo (3 del triangulo ABC se nos especifican. Como 
lo muestra la figura 75, dibujamos el angulo f3 y d lado c para localizar los vertices Ay B. 
El tercer vertice C se localiza en la base dibujando el arco de un circulo de radio b con centra 
A. Como lo ilustra la figura 76, hay cuatro resultados posibles para esta construction: 

(a) El arco no interseca la base y no se forma ningun triangulo. 

(b) El arco interseca la base en dos puntos distintos C, y C 2 y se forman dos triangulos. 

(c) El arco interseca la base en un punto y se forma un triangulo. 

(d) El arco es tangente a la base, y se forma un triangulo rectdngulo. 


A1 existir esta variedad de posibilidades, el caso (ii) se denomina caso ambiguo. Los 
siguientes tres ejemplos ilustran resultados de dos soluciones, una solucion, y de no solu¬ 
cion para resultados de casos ambiguos. 



EJEMPLO 2_ 

Encuentre las partes restantes de un triangulo con (3 = 50°, b = 5 y c — 6. 

Solucion. A partir de la ley del seno tenemos que: 

sen 50° sen y 
~5 6 

/ sen 50° \ /0.7660X 

o sen y = 6[—~) ~ 6 ^—j ~ 0.9193 

De una calculadora adaptada al modo de grados, obtenemos y = 66.82°. En este punto de 
la solucion es esencial recordar de la section 6.4 que la funcion seno es positiva tambien 
para los angulos del cuadrante II. Hay otro angulo que satisface 0° =£ y 180° para el cual 
sen y ~ 0.9193. Utilizando 66.82° como angulo de referenda, encontramos el 4ngulo en 
el cuadrante II: 

180° - 66.82° = 113.18° 

Como consecuencia, las dos posibilidades para y son: 

~ 66.82° y y 2 = 113,18° 

Entonces, como lo muestra la figura 77, hay dos triangulos posibles: ABC X y ABC 2 , que 
satisfacen las condiciones dadas. 
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FIGURA 77 (a) 


A 



Para completar la solucion del triangulo ABC i que se muestraen lafigura77(a), prime- 
ro encontramos oq: 

a, = 180° - y, - $ 

= 180° - 66.82° - 50° = 63.18° 


Para encontrar a,, utilizamos 


sen 63.18° sen 50° 
ai 5 

lo cual nos da 

( sen63.!8°\ /0.8925°\ 

a x = 5-=5 - = 5.83 

V sen 50° > V 0.7660/ 

Completamos la solucion para el triangulo ABC 2 que se muestra en la figura 77(b) de 
manera similar. Como y 2 ==113.18°, 

a 2 « 180° - 113.18° - 50° = 16.82° 

Encontramos a 2 a partir de la ley del seno: 

sen 16.82° sen 50° 


a 2 


(sen 16.82°\ /0. 

° 2 ~ 5 \ sen50° ) ~ 5 \0. 


2894 \ 


7660/ 


« 1.89 


EJEMPLO 3_ 

Determine las partes restantes del triangulo de la figura 78. 

Solucion. Sea /3 = 80°, b = 4yc = 3.A partir de la ley del seno, se sigue que, 

sen a sen 80° sen y 


y entonces. 


a 4 

sen 80° sen y 


sen y = -(0,9848) = 0,7386 
4 


( 12 ) 



FIGURA 78 


www.elsolucionario.net 



314 


Algebra y trigonometria 


Hay dos angulos posibles entre 0° y 180° que satisfacen sen y = 0.7386. A partir de una 
calculadora adaptada al modo de grados, obtenemos el angulo y ~ 47.61°. Usando 
47.61° como angulo de referenda en el segundo cuadrante, encontramos otra posibilidad 
que sena 180° — 4'.61° = 132.39°. Sin embargo, el valor y = 132.39° debe serrechaza- 
do, ya que el triangulo dado contiene el angulo (3 = 80° y, en consecuencia, la suma de los 
angulos pasarfa de 180°. 

Ahora encontramos el angulo a: 

a = 180° — y — /3 
= 180° - 47.61° - 80° 

= 52.39° 

Sustituyendo este valor en (12) tenemos: 

sen 52.39° _ sen 80° 
a 4 


o 


( sen 52.39°\ / 0.7922 \ „ „ 

a = 41-1 ~ 4(-1 ~ 3.22 

V sen 80° / V 0.9848/ 


EJEMPLO 4_ 

Encuentre las partes restantes del triangulo con y = 40°, b = 9 y c = 5. 



Solucion A partir de la ley del seno, tenemos que: 


o 


sen (3 _ sen 40° 
9 " 5 


/sen 40° \ / 0.6428 \ 

sen = 9(^—-— J =9^- J « 1.1570 


FIGURA 79 


Sin embargo, sabemos que el seno de cualquier angulo debe estar entre — 1 y 1. Entonces, 
sen/3 = 1.1570es imposibley, portanto, este triangulo no tiene solucion. Comolo muestra 
la figura 79, no hay solucion porqueel lado c no es lo suficientemente largo para alcanzar al 
lado a. 


\ Rayos de luz 
\ 



De los cuatro casos para resolver los triangulos que describimos en la pagina 311, solo el 
caso ambiguo (ii) puede tener mas de una solucion y solo los casos (ii) y (iii) pueden no tener 
solucion. Para analizar mejor esto, veanse problemas 38 al 43. 


EJEMPLO 5_ 

Un edificio esta situado en el lado de una colina con una pendiente de 15° de inclinacion. El 
Sol esta sobre el edificio con un angulo de elevacion de 42°. Encuentre la altura del edificio 
si este proyecta una sombra de 36 pies de largo. 

Solucion. Sea h la altura del edificio que esta sobre la pendiente y construya el triangulo 
rectangulo QPS como lo muestra la figura 80. Ahora 

a + 15° = 42° 
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entonces, tenemos: 


a = 42° - 15° = 27° 
Como A QPS es un triangulo rectangulo, 

y = 90° - 42° = 48° 

A partir de la ley del seno, se sigue que: 

sen a _ sen y 
h ~ 36 


entonces 


ft = 36 (^), 36 (!!^r)„3 6 (£d540) 

\seny' Vsen 48 ' \0.7431/ 


21.99 pies 


EJERCICIO 6.5 


En I os problemas 1 al 26, resuelva el triangulo indicado. Las 
posiciones relativas de a, p, y, a, b, y c se muestran en la 
figura 81. 


A 



a 


FIGURA 81 


Angulo ABC es de 35°. Encuentre la distancia entre A y B 
VAase figura 82. 


B 



A 


1. 

a — 

80°, 

P — 

20°, ft = 7 

2. 

a = 

60°, p = 

= 15°, c = 

= 30 

3. 

p = 

37°, 

y = 

51°, a = 5 

4. 

a = 

30°, y = 

II 

O ~ 

V“) 

r- 

= 6 

5. 

p — 

72°, 

ft = 

12, c = 6 

6. 

a = 

120°, a 

= 9, c = 

4 

7. 

y = 

62°, 

ft = 

7, c = 4 

8. 

p = 

110°, y 

= 25°, a 

= 14 

9. 

y = 

15°, 

a = 

8, c = 5 

10. 

a — 

II 

O ” 

V") 

20, c = 

18 

11. 

7 = 

150 c 

ft = 

= 7, c = 5 

12. 

a = 

140°, y 

= 20°, c 

= 12- 


13. P = 13°20', y = 102°, ft = 9 

14. a = 135°, a = 4, b = 5 

15. a = 20°, a = 8, c = 27 

16. P = 47°10', b = 20, c = 25 

17. P = 30°, a = 10, b = 7 18. a = 75°, y = 45°, ft = 8 

19. y = 80°, b = 4, c = 8 20. a = 43°, P = 62°, c = 7 

21. P = 100°, a = 9, ft = 20 22. a = 35°, a = 9, ft = 12 

23. P = 115°, ft = 11, c = 15 24. a = 50°, a = 10, ft = 15 

25. y = 95°, a = 20, c = 35 26. y = 27.3°, ft = 3, c = 2 

27. Un lazo de 10 pies no es lo suficientemente largo para medir la 
longitud que hay entre dos puntos A y B situados en los extre- 
mos de una piscina en forma de rin6n. Un tercer punto C se 
halla situado de tal manera que la distancia entre A y C es de 10 
pies. Se ha determinado que el Angulo 4CB es de 115° y que el 


FIGURA 82 

28. Dos puntos Ay B estdn cada uno en los lados opuestos de un 
rio. Otro punto C se localiza en el mismo lado que B a una 
distancia de 230 pies de B. Si el dngulo ABC es de 105°, y el 
dngulo ACB esde 20°, encuentre la distancia a lo largo del rfo 
entre Ay B. 

29. Un poste telefdnico forma un dngulo de 82° con el piso. El 
dngulo de elevacion del Sol es de 76° (vdase figura 83). En¬ 
cuentre la longitud del poste del teldfono si su sombre es de 3.5 
m. (Suponga que los bombillos del poste estin alejados del Sol 
y en el mismo piano del poste y del Sol). 

30. Suponga que un topografo quiere encontrar la distancia en 
lfnea recta entre dos puntos Ay B, situados a la misma altura, 
en lados opuestos de una montaha. El Angulo de elevaci6n de 
A sobre la cima de la montafia es de 55°10' y la distancia es 
de 560 m. (Hay instrumentos que pueden medir esta distancia 
colocAndolos en la cima de la montaha). Si el Angulo de eleva- 
ci6n de B sobre la cima de la montaha es de 48°, encuentre la 
distancia entre A y B, asumiendo que estAn sobre el mismo 
piano vertical que la cima de la montaha. 
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FIGURA 83 


35. Los angulos de elevation de un aeroplano se miden desde lo 
mas alto y desde la base de un edificio que mide 20 m de alto. 
El angulo de la cima del edificio es de 38°, y el angulo desde la 
base del edificio es de 40°. Encuentre la altitud del aeroplano. 

36. Deduzca la ecuacidn (11) a partir de la figura 86. 


A 



FIGURA 86 


31. La distancia entre la meta y un hoyo particular de golf es de 
370 yardas. Una golfista le pega a la pelota y la co^oca a una 
distancia de 210 yardas. Desde el punto donde esta la pelota, 
ella mide un angulo de 160° entre la meta y el hoyo (vease 
figura 84). Encuentre el angulo de su lanzamiento. 



FIGURA 84 


32. En el problema 31, ^cual es la distancia entre la bola y el hoyo? 

33. Un hombre de 5 pies, 9 pulgadas de altura se para en un anden 
que se inclina hacia abajo en un angulo constante. Un poste 
vertical de luz situado directamente detras de el proyecta una 
sombra de 15 pies de largo. El angulo de depresion desde la 
mayor altura del hombre hasta la punta de su sombra es de 
31°. Encuentre el angulo a como lo muestra en la figura 85, 
formado por el anden y la horizontal. 



34. Si el hombre del problema 33 esta a 20 pies del poste de luz, 
sobre el anden, encuentre la altura del poste. 


37. Derive la ley del seno para un triangulo con un angulo obtuso 
como lo muestra la figura 87. 

A 



Los problemas 38 al 43 se refieren a los cuatro casos descritos 
en la pagina 311. 


38. Explique por que solo un triangulo es determinado, si la suma 
de los dos angulos en el caso (i) es menor que 180°. 

39. Formule una condition necesaria y suficiente segun la cual el 
caso (iii) determine un tridngulo. 

40. Explique por que el caso (iv) siempre determinara solo un 
triangulo con un angulo comprendido menor que 180° 

41. Sea 3 = 45° y c = 5, como lo muestra la figura 88. Encuentre 
todos los valores de b para los cuales: 

(a) el triangulo es un triangulo rectangulo; 

(b) el triangulo no tiene solucion; 

(c) el triangulo tiene dos soluciones distintas; 

(d) el triangulo tiene solo una solucion. 


FIGURA 88 
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42. Sea 0° < p < 90° y suponga que c se conoce (vease figura 
89). Encuentre todos los valores de b para los cuales: 

(a) el triangulo es un triangulo rectangulo; 

(b) el triangulo no dene solucion; 

(c) el triangulo dene dos soluciones distintas; 

(d) el triangulo dene solo una solucion. 



43. Sea 90° < p < 180° y suponga que c se conoce (v6ase figura 
90). Encuentre todos los valores de b para los cuales: 

(a) el triangulo no tiene solucion; 

(b) el triangulo tiene solo una solucion. 

* 



44. Encuentre el perimetro de un pentagono regular inscrito dentro 
de una circunferencia de radio a. 



Ley del coseno 


En un triangulo rectangulo, como el que se muestra en la figura 91, las longitudes de los 
lados estan relacionadas por el teorema de Pitagoras. 

c 2 = a 2 + b 2 ( 13 ) 

Esta ecuacion es un caso especial de una formula general que relaciona las longitudes de los 
lados de cualquier triangulo. Esta generalizacion, llamada ley del coseno, nos permite re¬ 
solver triangulos de los'cuales conocemos o bien tres lados, o dos lados y el angulo com- 
prendido. 


A 



UNA GENERALIZACION DEL TEOREMA DE PITAGORAS 

Suponga que el triangulo de la figura 92(a) representa un triangulo cualquiera que no es 
necesariamente rectangulo. Si introducimos un sistema de coordenadas cartesianas con ori- 
gen y eje x, como lo muestra la figura 92(b), entonces las coordenadas de los vertices/), B y 
C son como aparecen. Ahora, mediante la formula de la distancia, la longitud del lado 
opuesto al angulo y es: 


c = V(fo cos y - a) 2 + (b sen y) 2 

Asf, c 2 = b 2 cos 2 y — lab cos y + a 2 + b 2 sen 2 ■) 

= a 2 + b 2 (cos 2 y + sen 2 y) — lab cos y 
1 

= a 2 + b 2 — lab cos y 


( 14 ) 
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Note que la ecuacion (14) se convierte en (13) cuando el angulo y es de 90°. 



(a) 



FIGURA 92 


Como ponerel origen en el vertice C del angulo y, notiene nada de especial, podemos 
usar el argumento anterior dos veces mas. Por ejemplo, si hubieramos escogido el origen en 
el vertice A , y puesto el eje x a lo largo del lado AC (vease figura 93), habrfa pasado exacta- 
mente lo mismo: 


a 2 = b 2 + c 2 — 2 be cos a 


( 15 ) 



Mediante un argumento similar, podemos expresar b en terminos de a, c y cos p. En gene¬ 
ral, para cualquier tri£ngulo por el estilodel que se muestra en la figura 92(a), tenemos que: 

a 2 = b 2 + c 2 - 2bc cos a 

b 2 = a 2 + c 2 — lac cos /3 ( 16 ) 

c 2 = a 2 + b 2 — lab cos y 

Las ecuaciones anteriores se conocen como ley de los cosenos. 


Hemos notado que los resultados en (16) pueden expresarse de la siguiente manera: 



Usted esta urgido de aprender y trabajar la ley de los cosenos como se ha determinado 
anteriormente, en vez de memorizar las tres formulas que se dieron en (16). 


EJEMPLO 1_ 

Determine el lado restante del triangulo que se muestra en la figura 94. 



Solucidn. Si denominamos el lado desconocido b, entonces, a partir de la ley de los cose¬ 
nos, podemos escribir: 


b 2 = (10) 2 + (12) 2 - 2(10)(12) cos 26° 
* 100 + 144 - 240(0.8988) 

= 244 - 215.7106 = 28.2894 
y, por tanto, b ~ V28.2894 ~ 5.32 
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EJEMPLO 2 


Determine los angulos que faltan en el triangulo del ejemplo anterior (vease Figura 95). 

Solucion. Primero, aplicamos la ley del coseno para el Angulo y que esta comprendido 
entre los lados de longitud 5.32 y 12 y obtenemos: p 



(10) 2 = (5.32) 2 + (12) 2 - 2(5.32)(12) cos y 
100 = 28.3024 + 144 - 127.68 cos y 
127.68 cos y = 72.3024 


cos y = 


72.3024 

127.68 


0.5663 


FIGURA 95 


Utilizando una calculadora, encontramos que: 

y = 55.51° 

Ya que el coseno de un angulo entre 90° y 180° es negativo, no hay ninguna necesidad de 
considerar dos posibilidades en este caso, como lo hicimos en la seccion previa cuando 
usamos la funcion seno. Finalmente, de a + (3 + y = 180°, se sigue-que: 


a ~ 180° — 55.51° — 26° 

= 180° - 81.51° 

= 98.49° 

Altemativamente, como conocemos dos lados y un angulo opuesto a uno de estos lados, 
habriamos podido aplicar la ley de los senos para encontrar y. Aun mas, si hubieramos 
usado la ley de los senos, no habrfa existido ninguna ambigiiedad acerca de si y era agudo u 
obtuso. Recuerde de la geometria que un triangulo puede tener maximo un angulo obtuso y 
que, si hay uno, debe ser opuesto al lado mas largo. Como y no es opuesto al lado mas largo 
de este triangulo, entonces y debe ser agudo. 


Como lo indicamos en la seccion 6.5, un triangulo del cual sepamos o bien dos lados y 
el angulo comprendido, o tres lados, no se puede resolver usando la ley de los senos. Los 
anteriores ejemplos nos ilustraron como resolver el primer tipo de triangulo mediante la ley 
de los cosenos. En el siguiente ejemplo consideraremos el caso en el cual nos dan los tres 
lados. 


EJEMPLO 3_ 

Determine los angulos del triangulo ABC que se muestra en la figura 96 con lados de longi¬ 
tudes 7, 6 y 9, respectivamente. 


Solucion. Utilizando la ley de los cosenos para encontrar el angulo opuesto al lado mas 
largo, inmediatamente veremos si el triangulo contiene un angulo obtuso. Asf, resolvemos 
y a partir de 


9 2 = 6 2 + 7 2 - 2(6)(7) cos y 


FIGURA 96 
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Combinando y reordenando los terminos, tenemos: 

84 cos y = 4 

o cos y = m 

De una calculadora encontramos que: 

y = 87.27° 

Ahora podemos utilizar la ley del seno o la del coseno para encontrar otro angulo. Para 
encontrar (3 escogimos la ley del seno: 

sen /3 sen y 

b c 


Sustituyendo 6 por b, 9 por c y 87.27° por y (recuerde que para mayor exactitud debe 
trabajar con el valor real obtenido por su calculadora para y y no con el valor redondeado 
87.27°), encontramos que: 


o 


sen/3 sen 87.27° 

6 ~~ 9 

6 

sen/3 = — sen(87.27°) ~ 0.6659 


Puesto que /8 no es el angulo mayor del triangulo, debe ser agudo. Por tanto, /3 =41.75°. 
Finalmente, 

a = 180° - 87.27° - 41.75° = 50.98° 


ORIENTACION 

En navegacion, la direccion se da usando orientadores. Un orientador marca el angulo 
agudo que forma una recta con la recta norte-sur. Por ejemplo, la figura 97(a) ilustra una 
orientacion de S40°W, que significa sur 40 grados oeste; las orientaciones de las figuras 
97(b) y (c) son N65°E y S80°E, respectivamente. 



(a) (b) (c) 

FIGURA 97 


EJEMPLO 4_ 

Dos barcos parten de un puerto a las 7:00 a.m., uno viaja a 12 nudos (millas nauticas por 
hora) y el otro a 10 nudos. Si el barco mas rapido mantiene una orientacion de N47° W y el 
otro barco mantiene una orientacion de S20° W, ^.cual es su separacion (a la milla nautica 
mas cercana) a las 11:00 a.m. de ese mismo dfa? 
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En este instante las distancias entre las estaciones y el avidn 
son de 2,300 y 4,000 m. Encuentre la altitud del avion. 

25. Un techo inclinado forma un angulo de 35° con la horizontal y 
mide 28 pies desde la base hasta la punta. Una antena de televi¬ 
sion de 16 pies de altura se pegara a la punta del techo, asegu- 
rada por un cable desde la punta de la antena hasta el punto mas 
cercano de la base del techo. Encuentre el largo del cable que 
se necesita. 

26. Dos torres de vigilancia estan situadas en la cima de dos mon- 
tanas A y B, a 4 millas la una de la otra. Un helicoptero de 
guerra, junto con su equipo, se localizari en un valle en un 
punto C, a 3 millas de A y a 2 millas dc#. Usando la lineacntre A y 
B como referencia, una de las torres detecta un bombardero a 
un angulo de 40° de la torre A y a 82° de la torre B, (Vease 
figura 103). iA que angulo, medido desde CB, debe volar el 
helicoptero para ir directamente hacia el bombardero? 



27. Para la cometa que se muestra en la figura 104, encuentre la 
longitud de la vara de alineacion requerida para los soportes 
diagonales. 



FIGURA 104 


28. Desde el piso de un canon se necesitan 62 pies de cuerda para 
alcanzar la cima de la pared del canon, y 86 pies para alcanzar 
la cima de la pared opuesta (vease figura 105). Si ambas cuer- 


das forman un angulo de 123°, ^cudl es la distancia entre la 
cima de una de las paredes del caiidn a la otra? 



FIGURA 105 



50.2 pies 

FIGURA 106 

29. Use la ley del coseno para obtener la formula de Heron*, 

A = Vs(s — a)(s — b)(s — c), 

para el area de un iridngulo con lados a, b y c donde s = 
i (a + b + c). 

En los problemas 30 al 33, use el problema 29 para encontrar el 
area del triangulo dado. 

30. a = 5, b = 8, c = 4 

31. a = 12, b = 5, c = 13 

32. y = 25°, a = 7, b = 10 

33. P = 86.2°, a = 5.2, c = 7.3 

34. Use la formula de Herdn (problema 29) para encontrar el area 
de un jardin triangular si las longitudes de los tres lados son 
25, 32 y 41 m, respectivamente. 

35. Encuentre el area del terreno de esquinas irregulares que se 
muestra en la figura 106. [Sugerencia: divida el terreno en dos 
partes triangulares, como se muestra, y luego encuentre el drea 
de cada uno de los triangulos. Use la fdrmula de Her6n (pro¬ 
blema 29) para hallar el area del triangulo agudo], 

36. Use la formula de Herdn (problema 29) para encontrar el drea 
de un triangulo con vertices localizados en (3, 2), (—3, —6) y 
(0, 6) en un sistema rectangular de coordenadas. 


* Esta f6rmularecibiosu nombre en tiempos del matemdtico griego Heron, 
pero, en realidad, debe atribufrsele a Arquimedes. 
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37. El esfuerzo para subir unas escaleras depende en gran parte del 
angulo de la rodilla que sube primero. Un dibujo simplificado 
de una persona nos muestra que, al subir las escaleras, la flexi- 
bilidad maxima de la rodilla ocurre cuando la piema de atras 
esta derecha y las caderas estan justo arriba del talon del pie 
delantero. (Vease figura 107). Pruebe que: 

dondc 9 es el angulo del ligamento de la rodilla, 2 a es la 
longitud de la piema, R es el levantamiento al subir un escalon 
y T es la anchura del paso. {Sugerencia: sea h la distancia 
vertical entre la cadera y el talon de la piema que va delante, 
como lo muestra la figura. Construya dos ecuaciones que in- 
volucren a h: una para aplicar el teorema de Pitagoras al trian- 
gulo rectangulo delineado en colores, y la otra, para utilizar la 
ley de los cosenos para el angulo 6. Luego elimine h y resuel- 
va cos 0\. 



FIGURA 107 


CONCEPTOS IMPORTANTES 


Angulo 

Medida de un angulo 

secante 

lado inicial 

grado 

cosecante 

lado terminal 

minutos 

ldentidades fundamentales 

posicion normal 

segundos 

identidades de cociente 

angulos coterminales 

radian 

identidades reciprocas 

angulo recto 

Angulo central 

identidades pitagoricas 

angulo piano 

Sector 

Resolver un triangulo 

angulo agudo 

Longitud del arco 

Angulo de elevacion 

angulo obtuso 

Funciones trigonometricas 

Angulo de depresion 

angulos complementarios 

seno 

Angulo de referencia 

angulos suplementarios 

coseno 

Ley del seno 

angulo de cuadrante 

tangente 

caso ambiguo 


cotangente 

Ley del coseno 


EJERCICIO DE REPASO 


En los problemas 1 al 10, llene el espacio o indique si es verda- 
dero o falso. 

1. Un angulo que tiene medida negativa se formo mediante una 

rotacion _ 

2. Si a — f} = 677 , entonces a y f3 son coterminales. 

3. tan 6 = sen 6 /cos 6 _ 

4. sen ( 77 / 6 ) = cos ( 77 / 3 )_ 

5. Para resolver un triangulo rectangulo del cual se conozcan el 
lado opuesto a 6 y el lado adyacente a 9, se usa la funcion 
_para encontrar 6. 


6. El angulo de referencia para 4 77/3 es_ 

7. Para resolver un triangulo del cual se conocen dos angulos y 
un lado opuesto a uno de ellos, se aplica primero la ley de 


8. El caso ambiguo se refiere a la solucion de un tridngulo cuando 

se dan_ 

9. Para resolver un triangulo del cual se conocen dos lados y el 

angulo incluido, se aplica primero la ley de_ 

10. El teorema de_es un caso especial de la ley del 

coseno. 
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En I os problemas 11 al 14, dibuje el angulo dado en position 
estandar. 

11. -5tt/6 12. 7tt/3 

13. 225° 14. -450° 

En los problemas 15 al 18, convierta el angulo dado a medida en 
radianes. 

15. -120° 16. 1° 

17. 48.3° 18. 14°14' 

En los problemas 19 al 22, convierta el angulo dado a grados 
decimates. 

19. 7t/9 20. 78°15' 

21. 2.3°' 22. 77t/3 

En los problemas 23 al 26, convierta el angulo dado a grados, 
minutos y segundos. 

23. 70.5° 24. 170.15° 

25. 3.1 26. tt/10 

En los problemas 27 al 28, encuentre dos angulos positivos y dos 
negativos que sean coterminales con el angulo dado. 

27. 85° 28. 777/6 

29. ^Cual es la longitud del arco de una circunferencia de radio 16 
pulgadas, subtendido por un angulo central de (a) 1 radian y 
(b) 77/IO radianes? 

30. Un ventilador de 10 pulgadas de radio da vueltas a una razon 
constante de 1,000 revoluciones por minuto. Encuentre su ve- 
locidad angular en radianes/segundo. Determine la velocidad 
lineal de la punta de una de sus cuchillas en pulgadas/segundo. 
(Vease problema 75 del ejercicio 6.1) 

31. En una ocasion el eje magnetico de la Tierra fue medido con 
una inclinacion de 12° del eje geografico de la Tierra (vease 
figura 108). Si el diametro polar de la Tierra es 7,900 millas, 
encuentre la distancia, medida a lo largo del arco de un gran 
circulo entre el polo norte geografico y el polo norte magnetico. 


Enlos problemas 33 al 38, resuelva el triingulo rectangulode la 
figura 109, usando la informacion dada. 



FIGURA 109 

33. a = 30, b = 40 34. a = 25, a = 27.5° 

35. b = 5, a = 34° 36. b = 7, p = 45° 

37. c = 10, a = 41°40' 38. a = 2.3, j3 = 75.2° 

39. Determine los angulos del triangulo con vertices (1, 1), (3, 1) 
y (3, 4). 

40. Un cohete es lanzado desde el nivel del piso con un angulo de 

elevacion de 43°. Si el cohete Ie pega a un avion que vuela a 
20,000 pies, encuentre la distancia horizontal entre el punto de 
lanzamiento y el punto situado directamente debajo del avion. 
^Cual es la distancia en lfnea recta entre el lanzacohetes y el 
avion? f , 

41. Un hombre a 100 m de la base de un risco suspendido mide un 
angulo de elevacion de 28° desde ese punto hasta la punta del 
risco (vease figura 110). Si el risco forma un angulo de 65° 
con el suelo, determine su altura aproximada h. 



100 m 

FIGURA 110 





FIGURA 108 

32. Una correa que pasa por una polea se mueve a razon de 677 
pies/segundo. Si la polea da vueltas a razon de 90 revoluciones 
por minuto, encuentre el di&metro de la polea. 


42. Una escalera electrica entre el primero y segundo pisos de un 
almacen tiene 58 pies de larga y forma un angulo de 20° con 
el primer piso (vease figura 111). Encuentre la distancia verti¬ 
cal entre los dos pisos. 


Segundo piso 
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43. En 1972 un helicoptero frances alcanzd una altura rdcord de 
12,442 m. iCui\ serfa el Angulo de elevacidn entre un punto P 
y el helicoptero, si el punto P estaba a 2,000 m del punto 
exactamente por encima del helicoptero? Vdase figura 112. 


FIGURA 112 



_♦! (^.OOO m 


44. En una competencia de esqui acuatico, un compptidor salta 
una rampaen un punto R y cae en 5 (vease figura 113). Unjuez 
situado en la orilla, en el punto J mide ARJS como 47°. Si la 
distancia desde la rampa hasta el juezesde 110 pies, encuentre 
la longitud del salto. (Suponga que Z.SRJ = 90°). 



FIGURA 113 


En los problemas 45 al 48, evalue las seis funciones trigonome- 
tricas del angulo 6 si 8 estA en position normal y el lado termi¬ 
nal de 0 contiene el punto dado. 

45. (-1,2) 46. (4, 7) 

47. (-0.5, -0.3) 48. (V2, V5) 

En los problemas 49 al 54, nos dan el valor de una de las funcio¬ 
nes trigonomltricas de un Angulo 0. De este valor y la informa- 
ci6n adicional, determine el valor de las cinco funciones trigo- 
nomAtricas restantes para 6. 


49. cos 0 = ■ 


-1 


6 estd en el cuadrante III 


50. sen|0 = —, 0 estd en el cuadrante II 

51. cot 6 = —5, 6 estd en el cuadrante IV 

52. sec 8 = 15, sen }8< 0 


53. esc 6 = -7, tan 6 > 0 

54. tan 6 = —, sec 8 < 0 

9 

55. Si cot 6 = -4, encuentre todos los valores posibles de-sen 6, 
cos 0, tan 0, sec 0 y esc 0. 

56. Si 4 sen 0 = 3 cos 0, encuentre todos los valores posibles 
para sen 0, cos 0, tan 0, sec 0, esc 0. 


En los problemas 57 al 60, encuentre el valor exacto de la expre- 
sion dada, 


57 . sen (-^) 

59. tan 495° 


58. esc 


13ir 


60. sen 330° 


En los problemas 61 al 64, sin utilizar calculadora, encuentre 
todos los angulos 0, de manera que 0° < 0 < 360° satisfagan 
la condicidn dada. 


V2 

61. sen 0 =- 

2 

63. sec 0 = -2 


62. tan 0 = - 
64. esc 0 = - 


V3 

3 

V2 


En los problemas 65 al 68, sin usar calculadora, encuentre 
todos los angulos 0 de manera que 0 < 0 < 2tt satisfagan las 

66. esc 0 = -1 

68. cos 0 = — 

2 

En los problemas 69 al 72, resuelva el triAngulo que satisfaga 
las condiciones dadas. 


condiciones dadas. 

V3 

65. sen 0 =- 


67. cot 0 = -1 


69. a = 30°, 13 = 70°, b = 10 

70. y = 145°, a = 25, c = 20 

71. (3 = 45°, b = 7, c = 8 

72. /3 = 100°, y = 20°, b = 35 


73. La entrada a una pista baja por una montana. Utilizando la 
informacion dada en la figura 114, encuentre la distancia total 
d] + d 2 que recorre el carrito. 



FIGURA 114 

74. Desde las torres de vigilancia de dos salvavidas, se ve un nada- 
dor con rumbos de N46°E y N27°W, respectivamente. Si la 
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segunda torre esta 250 pies al este de la primera torre, ^cual es 
la distancia entre el nadador y cada una de las torres? 

75. Un buque de la guardia costera se localiza a 4 millas nauticas 
hacia el sur de otro buque costero en el momento en que reci- 
ben una llamada de auxilio de un bote. Para socorrerlo, el 
primer buque navega con rumbo S50°E a 5 nudos y el segundo 
navega hacia S10°E, a 10 nudos. <,CuaI de ellos llegara prime- 
ro a I bote? 

76. El angulo entre dos lados de un paralclogramo es de 40°. Si las 
longitudes de los lados son 5 y 10 cm. encuentre las longitudes 
de las dos diagonales. 


En los problemas 77 al 80, resuelva el triangulo que satisfaga 

las condiciones dadas. 

77. a = 51°, b = 20, r = 10 

78. y= 25°. a = 8, b = 5 

79. a = 4, 6 = 6, c — 3 

80. a = 1, b = 2, c = 3 

81. Determine los angulos en el triangulo de vertices en (0, 0), 
(5, 0) y (4, 3). 

82. Un barco navega con un rumbo de N85°E desde un puerto, a 
una distancia de 10 millas nauticas. En este punto cambia su 
curso a un rumbo de N25°W y viaja 20 millas nauticas. <,Cual 
es la distancia en linea recta desde el puerto hasta su punto 
final? 

83. Un aeroplano debe volar 500 millas hacia el oeste a un punto 
de tanqueo. Si se comete un error de 5° cn su despegue, <',que 
tan lejos esta el avion de la zona de tanqueo, despues de haber 
volado 400 millas? <,En que angulo debe girar. dc manera que 
logre corregir su curso en ese punto? 

84. Demuestre que el area de un poligono regular de n lados esta 
dada por: 

I , / 180 °\ 

A = —s n cot I- 

4 \ n ' 

donde s es el largo de un lado. (Vease figura I 15.) 

Poligono regular de ii lados 
,v .v 



FIGURA 115 


85. Un satelite meteorologico que orbita el ecuador a una altura de 
H = 36,000km, detecta.una tormenta electrica al norte, en P, a 
un angulo de 8 = 6.5° de su vertical (vease figura 116). 



(a) Dado que el radio de la Tierra es aproximadamente R = 
6,370 km, encuentre el angulo de latitud 4> de la tormenta 
electrica. 

(b) Demuestre que 8 y 4> estan relacionados por la ecuacion: 


H + R{\ - cos <t>) 


86. Como lo muestra la figura 117, solo una porcion de la superfi- 
cie de la Tierra puede ser observada desde una nave espacial a 
altitud H. El circulo que pasa por esta region se denomina 
eireulo del horizonte. C denota el centro de la Tierra, S la 
posieion del satelite y A el punto en el circulo del horizonte. 


A 



(a) Para los angulos X y 8 ilustrados en la figura, demuestre 
que: 


sen 8 = cos A = 


R 

R + H' 


donde R es el radio de la Tierra. \Sugerencia: SA sera 
tangente a la Tierra|. 

(b) Usando R = 6,378 km, encuentre (f> y 8, correspondien- 
tes a un punto en cl circulo del horizonte del satelite Land- 
sat 2 cuando se encuentra a su mayor distancia (916 km) 
de la Tierra. 
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Funciones circulares 



FIGURA 1 


En el capitulo 6 consideramos las funciones trigonometricas de los angulos medidas en 
grados o radianes. En c&lculo y otros cursos avanzados, es necesario considerar las funcio¬ 
nes trigonometricas con dominios limitados mas a los numeros reales que a los angulos. La 
transicion de angulos a numeros reales se hace reconociendo que a cada numero real t le 
corresponde un angulo de t radianes. 

Podemos visualizar esta correspondencia utilizando una circunferencia centrada en su 
origen con radio 1 . Esta circunferencia se llama circunferencia unitaria (vdase figure 1). 
De la section 3.2 recordamos que la ecuacion de la circunferencia unitaria es x 2 + y 2 = 1. 

Ahora consideramos un angulo de t radianes. De la definicion de medida de radian t = 
sir, la razon de la longitud s del arco subtendido al radio r de la circunferencia. Para la 
circunferencia unitaria r = 1, asf que t = si 1 = s. Por tanto, el angulo de t radianes que se 
muestra en la figure 2 subtiende un arco de longitud de / unidades en la circunferencia 
unitaria. Se deduce que, para cada numero real /, el lado terminal de un Angulo de t radianes 
en position normal ha recorrido una distancia de I/I unidades a lo largo de la circunferen¬ 
cia unitaria -en sentido contrario al de las manecillas del reloj, si / > 0, en sentido de las 
manecillas del reloj, si / < 0. Esta asociacion de cada numero real / con un Angulo de t 
radianes se ilustra en la figure 3. 



FIGURA 2 


/ 3= 0 

FIGURA 3 


/ < 0 


Esta asociacion nos permite llegar a la siguiente definicion. 

DEFINICION 1 

El valor de cada funcibn trigonombtrica para un numero real / se define como su valor 
en un angulo de t radianes, si ese valor existe. 


Por ejemplo, el seno del numero real ir/6 es, simplemente, el seno del angulo de n/6 
radianes (que, como usted sabe, es j). De esta manera, no hay en realidad nada nuevo al 
evaluar la funcibn trigonombtrica de un numero real. 
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La circunferencia unitaria es muy util para describir las funciones trigonometricas de 
los numeros reales. Para cualquier numero real t consideremos el angulo de t radianes en 
posicion normal. Sea P, el punto de intersection del lado terminal del dngulo de t radianes 
con la circunferencia unitaria. Vease figura 4(a). Ya que P, esta en la circunferencia unita¬ 
ria, la distancia de P, al origen O es r = 1. 

Sean (*, y) las coordenadas de P, como se indica en la figura 4(b). De la seccion 6.4 
encontramos que 

sen|t = y/r = y/\ = y, esc t = r/y = 1 /y, y ^ 0 

cos t = x/r = x/\ = x, sec t = r/x = \/x, x 0 

tan t = y/x, x ^ 0, cot t = x/y, y ^ 0 

En x particular, las coordenadas de P, son 

P,(x, y) = (cos /, sen r) 

En otras palabras: para cualquier numero real t, cos t y sen t son las coordenadas x y y 
respectivamente, del punto de intersection del lado terminal del angulo de t radianes (en 
posicion normal) con la circunferencia unitaria. 



FIGURA 4 


Como veremos pronto, de este resultado se pueden obtener algunas propiedades im- 
portantes de las funciones seno y coseno. Debido al papel jugado por la circunferencia en 
este analisis, las funciones trigonometricas se refieren algunas veces a las funciones circu- 
lares. 

Ya que P,(x, y) esta situado en la circunferencia unitaria, se deduce que 

-1<x< 1 y ! —1 — y — 1 
Como x = cos / y y = sen t, obtenemos 

|cos r| < 1 y sen t\ < 1 


DOMINIO Y RANGO 

Las observaciones anteriores indican que tanto cos t como sen t pueden ser cualquier nume¬ 
ro del intervalo [-1, 1], Asf obtenemos las funciones seno y coseno, 

/(f) = sen / y g(t) = cos f 
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ambas con dominio en el conjunto R de todos los numeros reales y como rango, el intervalo 
[-1, I]. Los dominios y rangos de las otras funciones trigonometricas se analizaran en la 
seccion 7.2. 


EJEMPLO 1 



FIGURA 5 


Aproxime cos 3 y sen 3 y de una interpretation geometrica de estas expresiones. 

Solution. Con una calculadora en el modo de radianes, obtenemos 

cos 3 = -0.9899925 y sen 3 - 0.1411200 

Estos valoresrepresentan lascoordenadas xyy, respectivamente, delpuntode intersection 
del lado terminal del angulo de 3 radianes (en posicion normal) con la circunferencia de 
radio 1 centrada en el origen. Como se ve en la figura 5, este punto esta situado en el. 
segundo cuadrante. 


PERIODICIDAD 

En la seccion 6.1 vimos que para cualquier numero real t, los angulos de t radianes yt±2v 
radianes son coterminales. Por consiguiente determinan el mismo punto (x, y) en la circun¬ 
ferencia unitaria. Por tanto, 


cos t = cos (t ± 2 tt) y sen t = sen (t ± 2 tt) 

En otras palabras, las funciones seno y coseno repiten sus valores cada 2 77 unidades. Se 
deduce que para cualquier numero entero n: 

cos t = cos (t + 2 rnr) 
sen t = sen (t + 2mr) 

En general, se dice que una funcion no constante/es periodica si hay un numero positivo P 
tal que 

m=At + p) d) 

para cada t en el dominio de/. Si p es el ntimero positivo mas pequeno para el cual (1) es 
verdadera, entonces p se llama periodo de la funcion/. Asi, las anteriores propiedades 
implican que las funciones seno y coseno son periodicas. Para poder ver que el periodo de 
sen t es realmente 2tt, notamos que solo hay un punto P, en la circunferencia unitaria con 1 
como coordenada y, o sea, (0, 1). Es decir, 


. 77 7T 7T 

sen t = 1 solo para t = —, — ± 277, — ± 477, 
2 2 2 


y asi sucesivamente 


Asi, el valor positivo mas pequeno posible de p es 277 y la funcion seno tiene un periodo de 
277. La verification de que la funcion coseno tiene un periodo de 277 se deja como ejercicio 
(vease problema 31). 


PROPIEDADES ADICIONALES 

Para cualquier numero real t que satisfaga 0 < t < 77/2, el punto correspondiente P, en la 
circunferencia unitaria se situa en el primer cuadrante. Como se ve en la figura 6 los puntos 
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solo si r = 0, ±tt, ±27r, etc. Por tanto, el numero positivo mas pequeiio p para el cual 
tan (r + p) = tan r es p = it. 

Es importante tener en cuenta que las propiedades que acabamos de analizar para seno, 
coseno y tangente de un numero real t tambien son validas para un angulo 0 medido en 
grados, siempre y cuando v sea reemplazado por 180° en el momento en que v aparezca 
en la formula. Por ejemplo, de sen (—r) = —sen r, se deduce que sen (—45°) = —sen 45°; y 
de sen (7r/2 — t) = cot t, tenemos que tan (90° — 9) — cot 0. 


■ EJERCICIO 7.1 


En los problemas 1 at 4 para el numero real dado t, (a) localice 
el punto (cos t, sen t) en la circunferencia unitaria y (b) encuen- 
tre el valor exacto de las coordenadas cos t y sen t. 

1. 7tt/6 2. 2ir/3 3. —n/2 4. 2t t 

En los problemas 5 al 8 para el ntimero real dado t, (a) localice 
el punto (cos t, sen t) en la circunferencia unitaria y (b) utilice 
una calculadora para aproximar las coordenadas cos t y sen t. 

5. 2.5 6. 15.3 7. -7.2 8. 0.1 

En los problemas 9 al 12, utilice la periodicidad para encontrar 
el valor de la funcidn trigonomdtrica dada. Alio use calculadora. 

9. sen(137r/6) 10. cos (61-rr/3) 

11. tan (37r/4) 12. sen (—5-7r/3) 


23. tan (-1.402) = -tan 1.402 

24. cos 16.87T = cos 14.8 tt 

25. c(js (2.5 + 7r) = —cos 2.5 

26. tan 0.3 7T = cot 0.2 tt 

27. sen (—3 — tt) = -sen(3 + t r) 

28. tan 977 = tan 877 

29. cos 0.43 = cos (—0.43) 30. sen (277/3) =sen ( 77 / 3 ) 

31. Demuestre que el periodo de la funcidn coseno es 277. 

32. Verifique que cos (—/) = cos t y sen (—7) = —sen t. 

33. Para 0 < t < tt/2, verifique que cos (r + 77 ) = —cos t y sen {t 
+ 77 ) = -sen t. [Sugerencia: P, y P, + „ son simetricos con 
respecto al origen]. 

34. Para 0 < t < ir/2, verifique que cos (77 - t) = -cos t y 
sen (77 — r) = — sen t. [Sugerencia: P, y P„- t son simetricos con 
respecto al eje y]. 


En los problemas 13 al 20, encuentre el valor de la funcion tri- 
gondmetrica dada. No use calculadora. 


13. sen (- 11 tt/3) 
15. tan 577 
17. cos (-777/4) 
19. sec (23 77/ 3) 


14. cot (1777/6) 
16. sen (-1977/2) 
18. tan (41 77 / 3 ) 
20. esc (1977/6) 


En los problemas 21 al 30 justifique la igualdad dada con una de 
las propiedades de las funciones trigonometricas. 

21. sen 77 = sen 377 

22. cos ( 77 / 4 ) = sen ( 77 / 4 ) 


En los problemas 35 al 37 verifique la propiedad dada de la 
funci6n tangente, utilizando las propiedades correspondientes 
de las funciones seno y coseno. 

35. tan — ij = cot t 

36. tan (/ + 77) = tan / 

37. tan (77 — t) = —tan t 


38. i,Para cuales numeros reales t sen res = V2/2? 

39. ^Para cuales numeros reales t cos re s = — 1/2? 



Grdficas de las funciones trigonometricas 


Una buena ayuda para el mejor entendimiento de las funciones trigonometricas es examinar 
sus graficas. 
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(a) FIGURA 9 

En la seccion 7.1 vimos que el dominio de la funcion seno /(/) = sen t esta en todos los 
numeros reales y que el intervalo [-1, I ] es su rango. Como la funcion seno tiene un periodo 
de 27r, comenzamos haciendo un bosquejo de su grafica en el intervalo [0,27r|. Obtenemos 
un boceto de la grafica (vease figura 9(b), considerando varias posiciones del punto P, en la 
circunferencia unitaria, como se muestra en la figura 9(a). A medida que t varia de 0 a -7r/2, 
el valor y = sen / aumenta de 0 a su maximo valor 1. Pero si t varia de 7 t/2 a 3 tt/ 2, el valor 
sen t disminuye de 1 a su rmnimo valor — 1. Notese que sen t cambia de positivo a negativo 
en t = it. Para un t entre 3 tt/ 2 y 2-rr, vemos que los valores correspondientes de sen t 
aumentan de — 1 a 0. 

Utilizando los valores de la funcion seno para 0 < / ^ 2 zr obtenidos en el problema 
35 del ejercicio 6.4, marcamos los puntos y los unimos con una curva uniforme, como se 
observa en la zona coloreada de la figura 10(a). Como sen (t + 27r) = sen t, la grafica de y = 
sen t para 27r < / £ 477 es la misma que para 0si< 2tt. Utilizando la periodicidad de la 
funcion seno, podemos extender la grafica en cualquier direccion, como se ve en la figura 
10(a). 

Recordemosde la seccion 7.1 que la funcion senoes una funcion impar, yaque/(—/) = 
sen(-t) = — sen / = —/(f)- Asi, podemos veren la figura 10(a) que su grafica essimetrica con 
respecto al origen. 

. Trabajando de nuevo con la circunferencia unitaria, obtenemos la grafica de la funcion 
coseno g (t) = cos f, quese indicaen la figura 10(b). Comoes practica habitual, esta grafica 
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sedesignay = cos t. Notamos que en este contexto el simbolo v no representa la coordenada 
y de un punto en la circunferencia unitaria; por el contrario, es la coordenada y de un punto 
en la grafica de la funcion g(t) = cos t. 

Vemos en la figura 10(b) que la grafica de la funcion coseno es simetrica con respecto 
al eje y. Este es el resultado de 

g(-t) = cos (-t) = cos t = g(t) 

es decir, la funcion coseno es una funcion par. 

Usted debe haber observado que la grafica de la funcion seno es identica a la grafica 
de la funcion coseno, pero trasladada n/2 unidades a la derecha. Esto es una consecuencia 
de la propiedad 

sen / = cos ("r — — ^ 

(vease problema 34). Para un analisis detallado de las traslaciones de las graficas de seno y 
coseno, vease seccion 7.3 * 


EJEMPLO 1_ 

Grafique y = 1 + sen t. 

Solucion. Recordemos de la seccion 3.6 que la grafica dey = 1 + sen t puede obtenerse 
trasladando una unidad hacia arriba la grafica de y = sen t. El resultado es la grafica en color 
de la figura 11. 


EJEMPLO 2 

Grafique y =sen t + cos t. FIGURA 11 

Soluclbn. Recordemos de la seccion 3.6 que la grafica de la suma de dos funciones puede 
obtenerse con la suma de las coordenadas y. Para obtener la grafica de y — sen t + cos t, 
primero graficamos y = sen t y y = cos t sobre los mismos ejes. 

Luego, como se indicaen la figura 12, para obtener un punto en la grafica dey = sen t + cos t 
para cualquier t , sumamos las coordenadas y sen t y cos t. Despues de marcar suficientes 
puntos, obtenemos la grafica en color de la figura 12. 




Ahora consideramos la grafica de la funcion tangente, h(t) = tan t. Como tan t = 
sen r/cos t, el dominio de la funcion tangente consta de todos los numeros reales t para los que 
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cos t =£0. Despues de que tracemos la grafica de la funcion tangente, veremos que su rango 
es R . Ya que h (t) = tan t tiene como periodo tt, solo necesitamos graficarla en un intervalo 
de longitud tt. Un intervalo conveniente para elegir es (~ttI2, ttI2). 

Para esbozar la grafica de la funcion tangente, comenzamos considerando sus valores 
para los angulos especiales 0, tt/6, tt/4 y 7 t/ 3 (indicados en la tabla adjunta) y marcando los 
puntos correspondientes. (Vease figura 13). 


t 


TT 

6 

TT 

4 

TT 

3 

tan t 

0 

V3 _ 

T ~ 0 ' 6 

i 

V3 = 1.7 


FIGURA 13 





Sabemos que tan t no esta definida para t = ttI2 (porque cos (itI2) = 0), pero podemos 
considerar valores de tan t para t cercanos, pero inferiores a tt!2. Ya que tan t = 


sen t 

tan t = - 

cos t 



t 


examinamos sen t y cos t para 0 < / < v/2. A medida que t se acerca a ir/2, el numerador 
sen t se aproxima a 1 y el denominador cos t a 0. Asf, a medida que t avanza hacia 7 t/2 , los 
valores de tan t crecen. Este comportamiento se ilustra en la siguiente tabla, en donde los 
valores de sen t, cos / y tan t se obtuvieron con calculadora. Los valores escogidos para t 
aumentan hacia tt!2 ~ $(3.1416) = 1.5708. Asf la recta / = tt!2 es una asfntota vertical 
para la grafica. De esta observation obtenemos la porcion superior de la curva de la figura 
14. Segun 


h(-t) = tan (—0 = -tan t = ~h{t) 


FIGURA 14 


concluimos que la funcion tangente es impary su grafica es simetricacon respecto al origen. 
En consecuencia, obtenemos la porcion inferior de la grafica de la figura 14. 


t 

1 

1.5 

1.57 

1.5707 

1.57075 

sen t 

0.84 

0.997 

0.99999968 

0.999999995 

0.999999998 

cos t 

0.54 

0.071 

0.0008 

0.000096 

0.000046 

tan t 

1.6 

14.1 

1,255.8 

10.381.3 

21,585.8 


Se deduce que la recta / = — tt!2 es otra asfntota vertical de la grafica. Aprovechan do el 
hecho de que el periodo de la funcion tangente es tt, completamos la grafica repitiendo el 
mismo patron (vease figura 15). Observamos que el dominio de la funcion tangente son 
todos los numeros reales con exception de los multiplos impares de tt/2 y que el rango es R. 
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FIGURA 15 v = tan t 


EJEMPLO 3__ 

Grafique (a) y = — tan t y (b) y = tan (/ + 77/2). 

Solucion Obtenemos estas graficas utilizando las tecnicas de traslacion y reflexion vistas 
en la seccion 3.6. 

(a) La grafica dey = — tan/es la reflexion de la grafica dey — tan / en el eje /. V6ase figura 
16(a). 

(b) La grafica de y = tan (/ + 77/2) puede obtenerse trasladando 77/2 unidades a la izquier- 
da la grafica de y = tan /. Vease figura 16(b). 


EJEMPLO 4 



(b) y = tan (l + tj) 

FIGURA 16 


Trace la grafica de /(/) = esc t y determine su dominio y su rango. 


Solucidn Como CSC t = 1/sen t, la grafica de la funcion cosecante tendra asmtotas vertica- 
lesendonde sen t = 0, a saber, /= 0, ± 77 , ± 277 ... Ademas,podemosobtenerlacoordenada 
y de un punto en la grafica de la funcion cosecante, tomando el recfproco de una coordena- 
da y diferente de cero, de un punto en la grafica de la funcion seno. 

Como se ve en la figura 17, es conveniente trazar la grafica de la funcion seno (letra a al 
centra) despues localizar las asmtotas verticales y, finalmente, tomar los recfprocos de la 
coordenada y para obtener puntos en la grafica de la cosecante. El dominio de la funcion 
cosecante esta formado por todos los numeros reales / tales que sen / ^ 0; es decir, |/|/ ^ nn, 
n = 0, ±1, ±2,... .En la figura 17 vemos que el rango de la funcion cosecante constade la 
union de los intervalos (-», -1] y [1, 00). 



www.elsolucionario.net 










340 


Algebra y trigonometria 



FIGURA18 (a) (b) 


Del rango de la funcion cosecante encontrado en el ejemplo 4, deducimos que 


CSC t ^ 1 



FIGURA 19 


para todos los numeros reales t en el dominio de la funcion cosecante. Notese tambidn que la 
cosecante es una funcion impar; su grafica es simetrica con respecto al origen. (Veanse 
problemas 31 al 33). 

Aprovechando el hecho de que sec t = 1/cos / y cot t = 1/tan /, podemos obtener las 
graficas de la funcion secante, como en la figura 18(a), y la funcion cotangente como en la 
figura 18(b), por medio de un metodo similar al utilizado en el ejemplo 4. La verificacion de 
la figura 18 se deja como ejercicio (veanse problemas 35 y 37). 

Una propiedad importante de la funcion secante, 

|sec t\ > 1 

es evidente en la grafica de y = sec /. Vease figura 18(b). 


EJEMPLO 5_ 

Grafique y = 2 + sec (t — tt). 

Soluckn La grafica dey = 2 + sec (/ — 7r) puede obtenerse trasladando 7r unidades a la 
derecha y 2 hacia arriba la grafica de y = sec t, como en la figura 18(a). (Vease figura 19). 


EJERCICIO 7.2 


En los problemas 1 al 16, use las tecnicas de traslacidn y refle¬ 

8. y = cos (t -~) 

xion para graficar la funcion dada. 

1 

1. y =-1- cos t 

2 

y \ 4/ 

9. y = 2 + tan t 

+ 

| 

1 

II 

>, 

o 

2. y = - 1 + sen t 

3. y = -sent 

11. y = —cot f 

4. y = -cos t 

12. y = 2.5 + sec t 

5. y = 2 - sen t 

lr 

13. y =- sec t 

6. y = -(3 + cos t) 

y 6 

7. y = sen (/ — it) 

14. y = -esc (t + 7 r 
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En los problemas 17 al 22, utilice la suma de coordenadas y 

para graficar la funcion dada. 

17. y = cos f - sen t 

18. y = sen t + cos t + 1 

19. y = t + sen t 

20. y = i — tan t 

21. v = - sen t - cos t 

22. y = sen t — cos t + I 

23. Compare los valores de tan 1.57 y tan 1.58 obtenidos en una 
calculadora adaptada en el modo de radianes. Explique la 
razon de la diferencia entre estos dos valores. 

24. Compare los valores de cot 3.14 y cot 3.15 obtenidos de una 
calculadora en el modo de radianes. [ Sugerencia: en la ma- 
yori'a de las calculadoras usted utiliza las teclas tangente y 
reciproca para obtener los valores de la funcion cotangente]. 
Explique la razon de la gran diferencia entre estos dos valores. 

25. /.Puede ser 9 esc t = I valido para cualquier numero real r? 

26. G Puede ser 10 sec t + 7 = 0 valido para cualquier numero real r? 

27. G Para que numeros reales / es (a) sen t s esc r? 

(b) G sen t < esc r? 

28. G Para cuales numeros reales t es (a) sec ( < cos /? 

(b) G sec t < cos r? 

29. G Que funciones trigonometricas no tienen asmtotas verticales 
en sus graficas? 


30. G Que funciones trigonometricas no tienen interseccion en sus 
graficas en (a) el eje y? (b) <el eje r? 

31. Para cada t en el dominio de la funcion, demuestre que (a) 
csc(-r) = —esc r, (b)sec(— t) = secry(c)cot(-r) = —cotr. 

32. Segun el resultado del problema 31, determine la simetria de 
las graficas de (a) y = esc r, (b) y = sec t y (c) y =cot t. 

33. Basandose en el resultado del problema 31 responda lo si- 
guiente: 

(a) G La funcion cotangente es par o impar? 

(b) G La funcion secante es par o impar? 

(c) G La funcion cosecante es par o impar? 

34. Demuestre que sen t = cos (t -w/2) escribiendo cos t - irl2) 
conio cos (— (7 t/ 2 — /)) y usando las propiedades cos (— t) = 
cos I y cos (7 t/2 - /) = sen t de la seccion 7.1. 

35. Utilice la grafica de y = tan r y el hecho de que cot / = 1 /tan / 
para graficar y = cot t. 

36. La grafica de la funcion cotangente puede obtenerse trasladan- 
do y reflcjando la grafica de la funcion tangente. Use las pro¬ 
piedades tan (-/) = -tan ty tan (7r/2 - t) = cot (de la seccion 
7.1 para obtener la grafica de la funcion cotangente. 

37. Utilice la grafica de y = cos (y el hecho de que sec ( = 1/cos t 
para graficar y = sec r. 

38. Basandose en la figura 17, determine el dominio, el rango, las 
asmtotas y el periodo de la funcion cosecante. 

39. Basandose en la figura 18(a), determine el dominio, el rango, 
las asmtotas y el periodo de la funcion secante. 

40. Basandose en la figura 18(b), determine el dominio, el rango, 
las asmtotas, el periodo y los intersectos-r de la funcion cotan¬ 
gente. 



Movimiento armonico; variaciones 
de las graficas de seno y coseno 


MOVIMIENTO ARMONICO 


Muchos objetos ffsicos vibran u oscilan de manera regular, moviendose repetidamente 
hacia atras y hacia adelante, en un determinado intervalo de tiempo. Algunos ejemplos son 
los pendulos del reloj, las ondas del sonido, las cuerdas de una guitarra al ser punteadas, el 
corazon humano, las olas y la corriente electrica altema. Como todos los sonidos -y, en 
particular, los tonos musicales son producidos por vibraciones-, cualquier movimiento os- 
cilatorio se llama movimiento armonico. El movimiento oscilatorio descrito por cualquie- 
ra de las funciones: 


f(t) = a sen (bt + c) y g(t ) = a cos (bt + c) (2) 

donde a, b, c son numeros reales, se llama movimiento armdnico simple. En esta seccion 
estudiaremos las propiedades y graficas de estas funciones. Varias de sus aplicaciones se 
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describen de los problemas 55 al 60. 

Empecemos considerando 

y = a sen t y y = a cos t 

los cuales son casos especiales de (2) con b = 1 y c = 0. Por ejemplo, como se ve en la figu- 
ra 20(a), obtenemos la grafica de y = 2 sen t duplicando cada coordenada y en la gr&fica de 
y = sen t. Notese que los valores mfnimo y maximo de y = 2 sen t ocurren para los mismos 
valores t como los valores minimos y maximosdey = sen t, respectivamente. Sin embargo, 
como vemos en la figura 20(b), esta situacion se invierte por y= —2 sen t\ es decir, se da un 
valor minimo cuandoy = sen t tiene un valor maximo y viceversa. Tambien observamos que 
la grafica de y = — 2 sen t es la reflexion en el eje horizontal de la grafica de y = 2 sen t. En 
general, la grafica de y = a sen t puede obtenerse multiplicando las coordenadas y de la 
grafica de y = sen t por el numero a. Un procedimiento similar es valido para y = a cos t. 




f 


AMPLITUD 

Del anilisis anterior se deduce que la distancia maxima desde cada punto de la gr&fica de y = 
a sen t o y = a cos t al eje t es lal (v6ase figura 21). El numero \a\ se llama amplitud 
de las funciones 


/(r) = a sen t y g(t) = a cos t 




FIGURA 21 


o de sus graficas. 


EJEMPLO 1_ 

Grafique y = 2 cos t y y = | cos t en los mismos ejes. Determine los valores minimos y 
mfiximos para 0 < t < 2 ir. 

Soil!Cion. Las funciones dadas tienen una amplitud de 2 y |, respectivamente. Limitan- 
do nuestra atencion al intervalo 0 < / < 2 7r, sabemos que el coseno alcanza su maximo en 
/ = 0 y su minimo en / = 7r. De esta forma: 

y = 2 cos 0 = 2 y y = 2 cos ir = -2 

son los valores maximos y minimos dey = 2 cos t. Paray = ^ cos t, encontramos que los 
valores m&ximos y minimos son 
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y = £ cos 0 = i y y = i cos tt = -£ 




Las graficas se indican en los mismos ejes en la figura 22. 


Notese en el ejemplo 1 que tanto para y — 2 cos t, como para y = £ cos t 
£(valor maximo-valor mmimo) = amplitud 

Este resultado es valido para todas las graficas trasladadas de seno y coseno. Por ejemplo, la 
amplitud de la grafica dey = 1 + sent (figura 11) es $(2 — 0) = l,pueselvalorm£ximoes2 
y el valor rmnimo es 0. 



FIGURA 22 


PERIODS CICLO 

Ahora consideremos la grafica de y = sen bt, para b > 0. La grafica tendra una amplitud de 
1 yaqueo = 1. Recordemosquey = sen t tiene como periodo 27 t. Asi, comenzando en / = 0, 
y = sen bt repetira sus valores comenzando en bt = 2tt, o t = 27 Tib. Se deduce que y = sen bt 
tiene un periodo de 2 tt lb\ lo que significa que la grafica se repet irii cada 2nlb unidades. Por 
esta razon decimos que la grafica de y = sen bt en un intervalo de longitud 2ir/b es un ciclo 
de la curva del seno. Por ejemplo, el periodo de y = sen 2t es 2irl2 = v y, por tanto, se 
completa un ciclo de la grafica en el intervalo 0 ^ t < 7r. Obtenemos la grafica de y = sen 2t 
en el intervalo (en color) utilizando los datos de la tabla de la figura 23. La extension de esta 
grafica (en negro) se obtiene por periodicidad. Para comparer se muestra tambien la grafica 
de y = sen t. 


t 

0 

4 

7T 

T 

37 T 

4 

7T 

It 

0 

7r 

2 

7 T 

rn 

27T 

sen It 

0 

i 

0 

-l 

0 


FIGURA 23 



Los mismos argumentos son validos para la funcion coseno, es decir, para b > 0, la 
funcion g (t) = cos bt tiene periodo 2tt/b. 


EJEMPLO 2_ 

Encuentre el periodo de y = cos 4 1 y grafique la funcion. 

Solucion. Como b — 4, vemos que el periodo es 27 t/4 = ir/2. Esto es, que se completa un 
ciclo de la grafica en cualquier intervalo de longitud ir/2. Para graficar la funcidn, trazamos 
un ciclo de la curva coseno en el intervalo 0 ^ t ^ itI2. Luego, como se ve en la figura 24, 
ampliamos la grafica por medio de la periodicidad. 



Combinando los resultados de los anteriores an^lisis, tenemos que las graficas de y = . 
a sen bt y y = a cos bt, b > 0 tiene cada una 
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all *“ '* 

amplitud = \a\ y periodo = —— 

b 

Si b > 0 en y = a sen bt o y — a cos bt, nos valemos de las propiedades 
sen ( —/) = —sen/ o cos (—/) = cos / 

para reformular la expresion en la forma mas adecuada con un b positivo. Esto se ilustra en 
el siguiente ejemplo. 


EJEMPLO 3 



Encuentre la amplitud y el periodo de y = sen (—$/). Grafique. 

SoluCion. Como necesitamos b > 0, usamos sen (—/) = —sen / para escribir 

y = sen (~\t) = -sen \t 

Se deduce que la amplitud es lal = I — 11 = 1. Como b— 1/2, el periodo es 27 t!\ = 477. 
Por consiguiente, la grafica de la funcion dada completa un ciclo en el intervalo 
0*£ /^4ir. En la figura 25, la curvaen colores la grafica dey = —sen £/, y es reflejo del eje 
horizontal de la grafica de y - sen h , en negro. 


EJEMPLO 4_ 

Grafique y = f sen 2nt. 



Solucion. La amplitud es \ y el periodo es l-rrllTt. Asi que la funcion completa un ciclo 
en el intervalo 0 < / < 1 (vease figura 26). El valor maximo y = f se da cuando t = y el 
valor mi'nimo y = — | corresponde a / = $. 


Notese que no hay amplitud asociadacony = tan/,y = cot l,y = sec toy = esc/, pues 
sus graficas no son acotadas. Sin embargo, las coordenadasyde puntos en la grafica dey = a 
tan / pueden obtenerse aun multiplicando las coordenadas y de puntos en la grafica de y = tan / 
por a. Esto tambidn es valido para y = a cot /, y = a sec / y y = a esc /. 

Las funciones y = sec bt y y = esc bt, b > 0, cada una tiene un periodo Itr/b, mientras 
que las funciones y = tan bt y y = cot bt, b > 0 cada una tiene un periodo de tr/b (veanse 
problemas 51 al 54). 


DESPLAZAMIENTO DE FASE 


Ahora consideremos la grafica de y = a sen (bt + c), para b > 0. Como los valores de 
sen (bt + c) van de — 1 a 1, se deduce que la amplitud de y = a sen (bt + c) es lal. A 
medida que bt + c varie de 0 a 277, la gr&fica completara un ciclo. Despejando bt + c = 0 y 
bt + c = 277, encontramos que se completa un ciclo a medida que / varia de —clb a ( Iv—cyb. 
Por tanto, y — a sen (bt + c) tiene un periodo de 


27 T — C 

b 



277 

~b 


Si reformulamos y = a sen (bt + c) como y = a sen b (/ + c/b ), vemos que la gr&fica de y = 
a sen (bt + c) puede obtenerse trasladando la grdfica de y = a sen bt horizontalmente 
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una distancia de I c\lb. Si c < 0, el cambio es a la derecha, pero si c > 0, el cambio es a 
la izquierda. El numero —clb se llama desplazamiento de fase de la grafica de y = 
a sen (bt + c). 

EJEMPLO 5__ 

Grafique y = 3 sen (2 1 — tt!3) trasladando la grafica de y = 3 sen 2 1. 

Solucidn. La amplitud de v = 3 sen 2t es \a\ = 3 y el periodo es 2vl2 = 77 . Es decir, que 
se completa un ciclo en el intervalo 0 < / < ir. Entonces, extendemos la grafica mas alia de 
este intervalo por medio de la periodicidad, como se ve en la figura 27(a). 

Volviendo a escribir y = 3 sen (2 1 — v/3) como 



y — 3 sen 2(r — tt/6) 

vemos que podemos obtener la grafica de esta funcion trasladando la grafica de y = 
3 sen 2 1 ir/6 unidades a la derecha. (V6ase figura 27(b)). 


Un analisis similar al anterior puede hacerse para la grafica de y = a cos (bt + c). 
Resumimos los resultados de la siguiente manera: 




FIGURA 27 


EJEMPLO 6_ 

Determine la amplitud, el periodo, el desplazamiento de fase y su direccion para cada uno 
de los siguientes casos: 


(a) y = 15 cos 



(b) y = 10 sen 



Solucion 

(a) Primero hacemos la identificacion a — \5, b = 5 y c — —3ir/2. As(, la amplitud 
es lal = 15, el periodo es 2ir/b = 2 ttI 5 y el desplazamiento de fase es — c/b = 
—( —3ir/2)/5 = 3ttI 10. Comoc = — 3ir/2 < 0, sabemosque la grafica dey = 15 cos (5/ 
- 3ir/2) es la grafica de y = 15 cos 5 1 desplazada 3ir/10 unidades hacia la derecha. 

(b) Como necesitamos que b > 0, primero utilizamos sen (—/) = —sen t para escribir 
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y = 10 sen 



— 10 sen 



Ahora con a= — 10, b = 2y c = 77 / 6 , encontramos que la amplitud es \a\ = 10, el periodo 
es 277/2 = 77 y el desplazamiento de fase es — (77/6)/2 = —77/12. Ya que c = 77/6 > 0, la 
grafica de >■ = -10 sen 2f se desplaza 77 /12 unidades a la izquierda. 


EJEMPLO 7 



Grafique y = —2 cos 1^/ + —J. 

Solucion. Como b = 1 y c = 77/3 el desplazamiento de fase es — 77 / 3 . Entonces, la grafi¬ 
ca que se observa en la figura 28 se obtiene desplazando 77/3 unidades a la izquierda la 
grafica de y = —2 cos /, ya que c es positivo. (Usted ya debe saber que la grafica de y = 
— 2 cos t se obtiene facilmente reflejando la grafica de y = 2 cos t en el eje horizontal). 


EJEMPLO 8_ 

La corriente 1 (medida en amperios) en un cable de un circuito de corriente altema se da por 


/'(/) = 30 sen 12077/ 



FIGURA 29 


donde el tiempo / se mide en segundos. Trace un ciclo de la grafica. ^Cudl es el miximo 
valor de la corriente? 

Solucion. La grafica tiene una amplitud de 30 y un periodo 277/120 77 = 1/60. Por tanto, 
trazamos un ciclo en la curva de seno en el intervalo [0, 1/60], como se observa en la figura 
29. En ella es evidente que el valor maximode la corriente esi = 30 amperios y se dacuando 
/ = 1/240 segundos. 


En los problemas 1 al 6, determine la amplitud y el periodo, y 
trace las graficas del par de funciones dadas en el mismo siste- 
ma de coordenadas. (Asegurese de observar las diferencias y 
semejanzas en ambas gr&ficas). 

1. (a) y = 4 sen /; (b) y = -7 sen / 

4 

1 

2. (a) y = 3 cos t; (b) y = — cos t 

3. (a) y = sen 4/; (b) y = sen — / 

4 

4. (a) y = cos 3f; (b) y = cos -j/ 

5. (a) y = cos 27rt; (b) y = cos 2/ 

, IT 1 

6 . (a) y = sen —/; (b) y = sen—/ 

4 4 


En los problemas 7 al 12 se indica un ciclo de la gr&fica de 
y = a sen bt o y = a cos bt. Identifique la funcidn. 
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9. 



10 . 



37. y = 3sen(i--^) 

39, y = 5 cos (— ——) 
y V3 12/ 

41. y = 2 cos ^-4/ - -y-^ 
43. y = tan irt 
45. y = 3 sec —t 


38. y = -cos (y - irj 

40. y = 2 sen ( -/ + — 

V 8 - 

42. y = 5 sen(7ir - 1) 

.. * 

44. v = cot — t 
2 

46. y = -esc 2r 


11 . 12 . 




En I os problemas 13 al 26, determine la amplitud y el periodo y 
trace ia grafica de cada funcidn. 


13. y = 4 cos t 
1 

15. y = - — sen t 
2 

17. y = 2 cos 2f 
19. y = 4 sen (—f) 

21. y = 5 cos 2 itt 
2 

23. y = sen — t 
3 

25. y = — 3 sen (—2r) 


14. y = — 2 cos r 
3 

16. y = — sen t 
2 

18. y - cos — t 
4 

20. y = 2 sen 4r 

22. y = — cos 77T 
2 

24. y = cos (~») 

l 17 

26. y = -4 cos ^——t 


En los problemas 27 al 30, encuentre las variaciones en las 
funciones seno y coseno que satisfagan las condiciones dadas. 
Grafique las funciones. 


47. Escribalafunci6ny = - 4 sen 3/en la forma y = a cos (bt + <?), 
a > 0. 

48. ^La funcion y = t sen t es periddica? 


49. Encuentre el periodo de y = sen — t + sen It. 


50. ^Para que valor de d la grafica de y = a cos ( bt + d) es la 

misma de y = a sen (bt + c)? 

51. Verifique que el periodo de y = tan bt para b > 0 sea nib. 

52. Verifique que el periodo de y = cot bt para b > 0 sea nib. 

53. Verifique que el periodo de y = sec bt para b > 0 sea 2 nib. 

54. Verifique que el periodo de y = esc bt para b > 0 sea 2 nib. 

55. El desplazamiento angular 0 de un pdndulo que oscila de la 
vertical en un tiempo t segundos se da por 6 = 6 0 cos wt, en 
donde 6 0 es el desplazamiento inicial en t = 0 segundos 
(vdase figura 36). Para w = 2 radianes/segundo y 6 0 = n/10, 
trace dos ciclos de la grSfica de la funcion que resulte. 


FIGURA 36 



27. Amplitud 3, periodo 27 t/ 3, desplazamiento de fase n/3 

28. Amplitud 2/3, periodo n, desplazamiento de fase -n/4 

29. Amplitud 0,7, periodo 0.5, desplazamiento de fase 4 

30. Amplitud 5/4, periodo 4, desplazamiento de fase -l/2n 


56. En un circuito eldctrico, la corriente / medida en amperios en 
un tiempo de t segundos se da por 

7(0 = 10 cos (i20ttT + y ) 


Enios problemas 31 al 46, trace la gr&fica de la funcion dada. Si 
es apropiado, determine la amplitud, el periodo y el desplaza¬ 
miento de fase. 


31. y = sen (1 

n \ 

6 / 

33. y = cos f 

> + f) 

35. y = 4 cos 

( 2 ,- 


32. y = sen ^3/ - 

34. y = —2 cos ^2/ ——j 

36. y = 3 sen ^2r + — ^ 


Trace dos ciclos de la grafica de / como una funcion de tiempo 
t. 

57. La profundidad y del agua a la entrada de un pequeiio puerto en 
un tiempo t se da por 

y = a sen b[t - -yj + k 

de donde a es la mitad de la diferencia entre las profundidades 
de la marea alta y la baja, 2nlb es el periodo de la marejada y k 
es el promedio de profundidad. Supongamos que el periodo de 
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la marejada es de 12 horas, la profundidad de la marea alta es 
de 18 pies y de la marea baja de 6 pies. Trace dos ciclos de la 
grifica. 

Despuds de que un peso se ha atado a un resorte, lo estirard 
hasta alcanzar una posicion de equilibrio o reposo. Si el peso 
es halado A cm mas abajo de la posicidn de equilibrio y se 
suelta cuando t = 0 segundos, en condiciones apropiadas rebo- 
tara A cm a cada lado de la posicion de equilibrio, tomandose 
7r/2 segundos para completar un ciclo. De la figura 37 deter¬ 
mine la distancia y de la posicion de equilibrio como una fun- 
cion de tiempo /. 



59. Las funciones trigonometricas de la forma y = a + b 
sen co(t — t 0 ), en donde a, b, toy t 0 son constantes reales, se 
usan con frecuencia para simular la variacion en la temperatu- 
ra. Suponga que 


F(t) = 60+10 sen -^(t - 8), 0 £ t £ 24 

da la temperatura Fahrenheit F a t horas despuds de la media- 
noche de cierto dia. 


(a) <^Cual es la temperatura a las 8:00 a.m.?, ^y a las 12:00 del 
mediodi'a? 

(b) t,En que momento F(t) = 60? 

(c) Trace la grafica de F 

(d) Encuentre las temperaturas maximas y minimas y los 
tiempos en que se dan. 

60. La sensaci6n del sonido se produce cuando el ofdo humano 
detecta variaciones periodicas en la presion del aire produci- 
das por una onda sonora en el timpano. Si esta es una variacion 
armonica simple, entonces el sonido se percibe como tono 
puro. El sonido producido por un diapason que vibra a 256 
ciclos por segundo se identifica como medio C. Si la presion 
de la amplitud es 0.2 dinas por centi'metro cuadrado, la onda 
sonora puede describirse por 

y = 0.2 sen 512 irt 

donde y es la diferencia (en dinas por centi'metro cuadrado) 
entre la presion atmosferica y la presi6n del aire en el timpano 
en t segundos. Trace dos ciclos de la grdfica. 

61. La mayoria de destellos producidos por relampagos van de 
nube a nube y solo algunos van de una nube a tierra. La raz6n a 
la que se produce este tipo de destellos parece depender de la 
latitud. Algunos estudios empiricos han concluido que la 
razon de los destellos nube a nube en una tormenta N c y los 
destellos nube a tierra N g se aproxima por 

—— = 4.16 + 2.16 cos 3 (j) 

donde <t> es la latitud (limitada a regiones no polares 0°s </i 
£ 60°). Grafique esta razon para las latitudes 0° £ <f> £ 
60°. 



7.4 


Ideritidades trigonometricas 


Recordemos de la seccion 2.1 que una ecuacion como 

2(x - 1) = 2x - 2 


que es v&lida para todos los numeros reales x, se llama identidad. Una ecuacidn como 


X. 
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x 2 — 4x 

-= x - 4 

X 

tambien es llamada identidad, ya que es valida para todos los numeros reales para los que 
ambos lados de la ecuacion estan definidos en este caso, todoA ^ 0. La ecuacion trigonome¬ 
tric a 


sen t 

-= cos t 

tan / 

es una identidad porque 


sen t 
tan t 


para todos los numeros reales / para el que / esta definido y tan 5*0. 

Hay muchas identidades que tienen que vercon las funcionestrigonometricas. Las mas 
importantes son las identidades fundamentales que se introdujeron en la seccion 6.2 y 6.4 y 
que se reformulan aquf. En este resumen tambien incluimos las identidades pares e impares 
que se analizaron en las secciones 7.1 y 7.2. La variable / puede representar en cada identi¬ 
dad un numero real o la medida en grados o radianes de un angulo. 


sen / 
sen / 


cos t 



= cos t 


IDENTIDADES FUNDAMENTALES 


PITAGORICA 

COCIENTE 

RECIPROCA 

cos 2 / + sen 2 / = 1 

1 + tan 2 / = sec 2 / 

cot 2 / + 1 = esc 2 /. 

sen t 

tan / = - 

cos / 

cos / 

cot t = 

sen t 

1 

sec / = - 

cos / 

1 

CSC / = 

sen / 

1 

cot / 

’an / 


IDENTIDADES PARES E IMPARES 


sen (-/) = —sen/, cos (—/) = cos /, tan (-/) = -tan/ 

esc (-/) = -esc/, sec (-/) = sec/, cot (-/) = -cot/ 


Estas identidades pueden utilizarse para simplificar expresiones trigonometricas com- 
plicadas. 


EJEMPLO 1_ 

Escriba como una sola funcion trigonometrica: 

sen t sec / 

Solucion. Usando la identidad recfproca sec / = 1/cos /, encontramos que 
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1 sen ? 

sen ? sec ? = sen ?-—-tan ? 

cos ? cos ? 


Con frecuencia encontraremos variaciones de las identidades pitagoricas. Por ejem- 
plo, de sen 2 ? + cos 2 ? = 1, obtenemos 

sen 2 ? = 1 — cos 2 ? y cos 2 ? = 1 — sen 2 ? 

Formas altemas de escribir las otras identidades pitagoricas son 

tan 2 ? = sec 2 ? — 1 y cot 2 ? = esc 2 ? — 1 


EJEMPLO 2- 

Simplifique (1 + sen ?) (1 + sen (—?). 

Solucion. Tenemos: 

(1 + sen?)(l + sen(-?)) = (1 + sen?)(l - sen?)\p P° r sent-?) = - sen? 

= 1 — sen 2 ? Por Algebra 

= COS 2 ? <^Z De cos 2 ? + sen 2 ? = 1 


EJEMPLO 3_ 

Simplifique esc 2 ? — cot 2 ?. 

Solucion. De cot 2 ? + 1 = esc 2 ?, vemos que 

esc 2 ? - cot 2 = 1 


Podemos utilizar las identidades fundamentales y valemos del algebra para verificar 
una identidad, demostrando que las expresiones dadas son equivalentes. El m£todo preferi- 
do para verificar una identidad es mostrar que un lado de la ecuacion es equivalente al otro, 
como en los siguientes dos ejemplos. 


EJEMPLO 4_ 

Verifique la identidad 

sec 2 ? 4- esc 2 ? = sec 2 ? esc 2 ? 

Solucl6n.Demostramos que el lado izquierdo de la ecuacion es equivalente al lado dere- 
cho: 


sec 2 ? + esc 2 ? = 


cos 2 ? 


sen 2 ? 


<^jl j Identidades fundamentales 


1 j 

' sen 2 ?' 

)+ 1 1 

1 cos 2 


2 

cos ? 

^ sen 2 ?/ 

' , sen 2 ? 

' cos 2 

?/ 


Minimo comun 
denominador 
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sin 2 t + cos 2 t 
cos 2 t sen 2 1 


r 

cos 2 t sen 2 1 


( 1 ) 2 ( 

1 y 

SCOS t> 

sen t' 


= sec 2 t esc 2 t 


Sumando 


Identidad fundamental 


Por algebra 


Identidades fundamentales 


En el ejemplo 4 esta implicita la suposicion de que la identidad es valida solo para 
aquellos valores de t cuyos lados de la identidad esten definidos. En el ejemplo 4 para un 
numero real t, necesitamos que t ^ ku y t ^ 7r/2 + Att, donde k es un numero entero. En los 
siguientes ejemplos, no mencionaremos las limitaciones de la variable. 


EJEMPLO 5_ 

Verifique la identidad 


sen d cos 6 = 


1 

tan d + cot 6 


Solucion Demostremos que el lado derecho de la ecuacion es equivalente al lado izquier- 
do. (Usted debe justificar el porque de cada paso). 

1 1 

tan 6 + cot 6 sen 6 cos 6 

- + - 

cos 0 sen 6 

_ 1 

sen 2 6 + cos 2 6 

sen 9 cos 6 

sen 6 cos 6 

sen 2 6 + cos 2 6 

= sen 0 cos 9 


No hay un metodo general para demostrar que una ecuacion trigonometrica sea una 
identidad. A continuacion enumeramos algunas tecnicas que pueden resultar utiles. 



EJEMPLO 6_ 

Verifique la identidad 

sen x + sen x cot 2 x = cos x esc x sec x 
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Solucion Comenzamos simplificando el lado izquierdo: 


sen x -1- sen x cot 2 x = sen x (1 + cot 2 x) 
= sen x (esc 2 x) 

1 


CSC 2 X 


CSC X 
= CSC X 


Como hemos llegado a tan simple expresion, tratamos de reducir el lado derecho a la misma 
expresion: 

1 

cos x esc x sec x = cos x esc x - 

cos x 


= CSC X 


Como ambos lados de la ecuacion dada son equivalentes a esc x, tambidn lo son entre si. Por 
tanto, la ecuacion es una identidad. 


Como lo ilustra el ejemplo 6, otra tecnica para verificar una identidad es reducir cada 
lado de la ecuacion por separado a la misma expresion. 


Nota de advertencia: con el fin de verificar una identidad trigonometrica, necesitamos 
demostrar que las expresiones dadas son equivalentes. Notese que en los tres ejemplos 
anteriores trabajamos de manera independiente con las expresiones de cada lado, para de¬ 
mostrar que son equivalentes. Esta es la practica estandar para verificar las identidades 
trigonometricas. La misma operacion algebraica no debe realizarse para ambos lados de la 
ecuacion simultaneamente. En otras palabras, no trate una ecuacion trigonometrica como si 
fuera una identidad hasta que haya probado que realmente lo es. 


Para demostrar que una ecuacion no es una identidad, solo necesitamos encontrar un 
valor en el dominio de la variable para la cual la ecuacion no sea verdadera. Como se 
observa en el siguiente ejemplo, esto suele ser un proceso de ensayo y error. 


EJEMPLO 7. 

Demuestre que 


no es una identidad. 


(sen t + cos t) 2 = 1 


Soluclbn Para / = 0, ambos lados de la ecuacion estan definidos y obtenemos (0 + l) 2 = 
1, lo cual es verdad. Esto no afirma ni refuta que la ecuacidn sea una identidad. Como 
esperamos demostrar que no es una identidad, ensayamos otro valor para t. Puede ser t = 
7r/4, y encontramos que el lado izquierdo es 


/ TT 7 T\ 2 / V2 V2\ 2 r , 

(sen- +cos j) - (— + "yj = (\^) 2 = 


lo cual no equivale al lado derecho, 1. En consecuencia, la ecuacion no es una identidad, 
pues hemos demostrado que no es verdad, al menos para un valor de t, a saber, t = 7r/4. 
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En calculo suele ser util hacer una sustitucion trigonometrica para cambiar la forma 
de ciertas expresiones que tienen radicales. El siguiente ejemplo ilustra la tecnica usada. 


EJEMPLO 8_ 

Reformule V a — x 2 como expresion trigonometrica sin radicales haciendo la sustitucion 
x — a sen 0, en donde a > 0 y — 7r/2 < 0 < tt/2. 

Solucion Si tomamos x = a sen 0, entonces 

Va 2 - x 2 = V a 2 - (a sen 0) 2 
= Va 2 ( 1 —sen 2 0) 

= Va 2 cos 2 0 

Ya que a > 0 y cos 0 = 0 para — tt/2 < 0 < 77/2, tenemos 
Va 2 - x 2 = Va 2 cos 2 0 = a cos 0 


Si bien muchas de las identidades consideradas en esta seccion no son particularmente 
importantes en si, lo que si es importante es la facilidad que usted adquiera para simplificar y 
manejar las expresiones trigonometricas. Esta es primordial para destrezas mas avanzadas 
en matematicas, ciencias e ingenieria. 


EJERCICIO 7.4 


En los problemas 1 al 10, simplifique la expresion mediante las 
identidades fundamentals y las identidades pares e impares. 


sen a tan a sen a 

20 . -+- 

esc a sec a 


1 . sec t cos t 

„ sen 0 cos 0 

3. -+- 

esc 0 sec 0 

5. tan 2 t - sec 2 t 
7. sen (-/) + sen t 

9. sec (— x) cos x 


2 . 


4. 


6 . 


8 . 


10 . 


tan a cos a 
esc 2 x — 1 
cot x 

1 + tan 2 (- 0 ) 

, 1 

cos t H-- 

CSC t 

cot B 
1 +-- 

tan p 


En los problemas 11 al 20, reduzca la expresion dada a una sola 
funcion trigonometrica. 


11 . 


13. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


sen / + sen / cos t , 

- 12. cos x + cos x tan x 

1 + cos t 

sec 2 a — 1 tan t + cot t 

—- 14. - 

tan a esc t 

sen x + cos x cot x 
sen 0 tan 0 esc 2 0 — sen 0 tan 0 
sec 2 a 

cos a + cos a tan 2 a 
sen 2 0 cos 0 + cos 3 0 - cos 0 + sen 0 
cos 0 

sen t cos t tan t sec t cot t 


En los problemas 21 al 60, verifique la identidad. 


21 . 


23. 


24. 


sen t cos t 1 + sen x 

-= 1 -22. -= sec x + tan x 

esc t sec t cos x 

1 - cos 4 0 = (2 -sen 2 0 )sen 2 e 

1 + tan / , , 

-= cot t + sec t — tan / 

tan t 


25. 1 — 2 sen 2 / = 2 cos 2 t — 1 

26. tan 2 p - sen 2 p = tan 2 p sen 2 p 


27. 


28. 


29. 

30. 

31. 


sec z — esc z tan z — 1 


sec z + esc z tan z + 1 

sen t + tan / 

-= tan t 

1 + cos t 

sec 4 t — tan 4 / 

-r— = 1 

1 + 2 tan" t 

1 + sen t cos t 

-1-= 2 sec / 

cos / 1 + sen t 

sen 2 x cot 2 x + cos 2 x tan 2 x = I 


sen a + tan a , 

32. -= sen a sec a 

cot a + esc a 

„ cos t 

33. sec /-= tan t 

1 + sen t 
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34. 


35. 


36. 

37. 

38. 

39. 


40. 


41. 

42. 

43. 

44. 

45. 

46. 

47. 

48. 

49. 

50. 

51. 

52. 

53. 

54. 

55. 


sec t - tan t 


= sec t + tan t 


tan 2 (3 
1 + cos fi 
tan 2 t - 1 
sen t + cos t 


(esc t — cot t) 2 = 


sec p — 1 
cos p 

sen t — cos t 
cos 2 t 
1 — cos t 


cos 8 — sen 8 + esc 8 — 


1 + cos t 

sen 8 + cos 8 


tan 8 


1 + 


tan' x 


cos x sec x 
tan t + cot t 


= 1 — 2sen 2 t 


cot t — tan t 
cot t + tan t 
1 + sec t 

- = esc t 

sen t + tan t 

cos (— t) esc (— t) = —cot t 
tan (~t) 


sen (-/) 


= sec / 


1 + sen 8 1 + sen 8 


1 - sen 6 


1 + cos a 


|cos 8\ 


1 — cos a 1 — cos a 
In |tan 0| = In |sen d\ - In |cos 0| 

In (sen 2 .v + cos 2 x) = 0 
In |csc x — cot x\ = —In |csc x + cot x\ 
In |sec x - tan x| = -In |sec x + tan jc| 
sen 2 8 \ 4 / esc 8 x8 

cot 4 8 ' ' tan 2 8 > 


= \ 


cos 3 x +sen 3 x 


= 1 


cos x sen x 


cos x + sen* 

(tan 2 t + l)(cos 2 t — 1) = 1 — sec 2 t 

1 1 , 

■= 2 esc a 


1 — cos a 1 + cos a 
(1 - tan P) 2 ( I + tan p) 2 + 4 tan 2 P = sec 4 p 


56. 


57. 

58. 

59. 

60. 


cos (— t) 

1 + tan (-t) 
sen 8 


sen (- 1) 


- = sen t + cos t 


1 + cot (-/) 
cos 8 

= cos 8 + sen 6 


1 - cot 8 1 - tan 8 

sen 6 t + cos 6 t = 1 - 3 sen 
esc 4 t - esc 2 t = cot 4 t + cot 2 / 
tan * - cot * 


t cos 2 t 


- = sec * 


CSC 2 * 


cpn r rn«* r 


En los problemas 61 al 70, demuestre que la ecuacidn trigono- 
ni£trica dada no es una identidad. 


61. 

sen t = vT- 

- cos 2 t 

63. 

1 + sec 2 8 = 

tan 2 8 

65. 

cot 2 t + CSC 2 

t = 1 

67. 

sen (esc 8) = 

1 

69. 

cos (-*) = • 

-cos * 


62. 

64. 

66 . 

68 . 

70. 


Vcos 2 t = cos t 


sen * = 1 - cos * 

1 + sen 2 a = cos 2 a 
tan (cot a) = a ' 


In 


1 

sen * 


1 

In |sen*| 


En los problemas 71 al 80, reforimile la expresion dada como 
una expresion trigonometrica sin radicales, haciendo las susti- 
tuciones indicadas. Suponga que a > 0. 

71. Va 2 — x 2 , x = a cos 6, 0 s S £ t 

72. Va 2 + x 2 , x = a tan 8, —tt/2 < 8 < 7t/2 

73. V* 2 — a 2 , x = a sec 8, 0 s 8 < tt/2 

74. V 16 - 25X 2 , x = (4/5) sen 8, -tt/2 < 8 s tt/2 

75. — t = i ■ * = 3 sen 8, -tt/2 < 8 < tt/2 
V9 -x 2 

76. jtVjc 2 - 4, * = 2 sec 8, 0 s 8 < tt/2 
V?^3 

77. -:;-, * = V3 sec 8, 0 < 8 < tt/2 

jr 

78. (36 + x 2 ) 372 , * = 6 tan 8, -tt/2<8< tt/2 

79. — / , , * = V7 tan 8, —tt/2 < 8 < tt/2 

Vl + x 2 

V5 - X 2 r- 

80. -, * = V5 cos 8, 0 < 8 s tt 

x 



Formulas de la suma y de la diferencia 


Las formulas que deduciremos en esta seccion nos permitiran expresar ciertos tipos de ex- 
presiones trigonometricas en formas mas simples o mas utiles. Estas formulas son muy 
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importantes en calculo y en las ciencias ffsicas. Aunque las deducciones utilizan angulos, 
las aplicaciones a otros campos tienen que ver en general con las funciones trigonomdtricas 
de los numeros reales. 

Las formulas de la suma y de la diferencia para las funciones seno y coseno reducen 
cos (u + v), cos (u — v), sen (w + v) y sen (u - v) a expresiones que tienen que ver con 
cos u, cos v, sen u y sen v. Primero obtenemos la formula para cos (« — v) y luego la 
utilizamos para obtener las demas. 



Para obtener la formula para cos (u — v), sean uyv angulos como los muestra la figura 
38(a). Si colocamos el dngulo u - v en posicion normal, como se observa en la figura 38(b), 
tenemos que la distancia d desde R hasta S equivale a la distancia desde P hasta Q. como se 
ve en la figura 38(a). Los cuadrados de estas distancias son iguales, es decir, 

[d(P, Q)} 2 = [d(R, S)] 2 
Utilizando la formula de distancia, tenemos 

(cos u — cos v) 2 - (sen u - sen v) 2 = (cos (u - v) — l) 2 + sen 2 ( u — v), 
o 

cos 2 u —2 cos u cos v + cos 2 v + sen 2 u — 2 sen u sen v + sen 2 v 

= cos 2 (« - v) - 2 cos (k — v) + 1 + sen 2 (u - v). 

Ya que cos 2 u + sen 2 w = 1, cos 2 v + sen 2 v = 1, y cos 2 (n — v) + 
sen 2 (« - v) = 1, la ecuacion anterior se simplifica 

2—2 cos u cos v — 2 sen u sen v = 2 - 2 cos ( u — v) 
obteniendo el siguiente resultado 



Para obtener la formula de adicion para cos (w + v), escribimos 

cos (n + v) = cos (u — (—v)) 

= cos u cos (—v) + sen u sen (— v) 

Utilizando las identidades par e impar 

cos (— v) = cos v y sen(— v) = — senv 
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tenemos ahora lo siguiente 



En la seccion 7.1 analizamos las siguientes formulas de cofuncion para 0 < t < 7t/ 2, 
considerando las coordenadas de un punto en una circunferencia unitaria. 



Probemos ahora estas formulas para cualquier numero real / (o angulo t medido en 
radianes). Recordemos que si el angulo/se mideen grados, entonces 7 t/ 2 debe remplazarse 
por 90° en las formulas de cofuncion. 

Para verificar (i) aplicamos la formula de la diferencia para cos (u - v) a cos (tt/2 - t ): 


cos 


77 


cos t + sen — sen t = 0 • cos / + 1 • sen t 
2 2 


I 77 \ 77 

l- t I = COS — 

V 2 / 2 

= sen t 

Para probar (ii) remplacemos t por 77/2 — t en (i) y obtenemos 


cos 


f-') 


cos t — sen 


como deseabamos. 
Y finalmente, 




cos t 

-= cot t 

sen t 


Utilizando la formula (i) podemos ahora deducir las formulas de la suma y de la dife¬ 
rencia para seno: 


sen (u + v) = COS — (u + v) j <^ MFormula de cofuncion 

[(f-H 

(f ~ M ) senv o=r 


= COS 


= COS 


u cos v + sen 


Formula de la 
diferencia 
para el coseno 


= sen u cos v + cos u sen v 


El resultado se resume de la siguiente manera: 


\ 
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Escribiendo u — v en la forma u + (— v) y usando la formula de la suma para seno, 
obtenemos 


sen (u — v) = sen (u + (—v)) = sen u cos ( —v) + cos u sen ( —v) 
= sen u cos v — cos u sen v. 

que verifica lo siguiente: 



Estas formulas de la suma y de la diferencia pueden utilizarse para encontrar los valores 
exactos de las funciones seno y coseno de los angulos o numeros que puedan estar represen- 
tados como sumas o diferencias de 7r/3, 7t/4, 77 / 6 , 277/3 y asf sucesivamente. Por ejemplo, 
podemos calcular los valores precisos del seno y coseno para angulos como 7r/12 = 15°, 
577/12 = 75° y 777/12 = 105° (recordemos que la calculadora o las tablas trigonometricas 
solo dan aproximaciones decimales a estos valores). 


EJEMPLO 1_ 

Encuentre el valor exacto de cos (77 t/12). 


Solucion No tenemos forma de evaluar cos (7 77 /12) directamente. Sin embargo, pode¬ 
mos escribir cos (777/12) = cos ( 77/3 + 77 / 4 ). Luego con la formula de la suma para el 
coseno, se deduce que 


cos 



7T 7T 77 77 

= cos — cos-sen — sen — 

34 34 


1 V2 V3 V2 V2 


2 2 


(1 - VS) 


Tambien podemos escribir la respuesta asf: (V2*— V6/4. Notese que cos (777/12) < 0, 
tal como se esperaba. 


EJEMPLO 2__ 

Evalue sen (777/12). 

Solucion. Usamos la formula de la suma para seno de la siguiente manera: 

7 77 / 77 77 \ 77 77 77 77 

sen-= sen-1-1 = sen — cos-1- cos — sen — 

12 \3 4/ 3 4 3 4 

V3 V2 1 V2 V2 

—-1-— -(1 + 

2 2 2 2 4 

Este resultado tambien puede escribirse asf: (VT + V6)/4. 

De manera altema, podemos obtener el valor de sen (777/12) de: 



(3) 
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7ir 


7ir 


= 1 


12 12 

Utilizando el valor de cos (77r/12) del ejemplo anterior, encontramos que 
Itt 


sen 


12 


=V 1 ■ c “ z if ■ V 1 - (i ■ v»r 


Aunque este numero no se parece al resultado obtenido en (3), los valores son los mismos 
pues. 


/ 4 + 2V3 

V 8 


1+2V3 + 3) 

^ + V3) 


Recordemos de la seccion 3.4 que para cualquier funcion/la expresion 

Jjx + h ) 

/i 

se llama un cociente diferencia. La identidad del siguiente ejemplo contiene un cociente 
diferencia, donde f(x) = sen x. 


EJEMPLO 3_ 

Verifique que 

sen (x + h) - sen x /sen h \ ( cos h - 1 \ 

-= cos x 1-1 + sen x I-1 

h s h / V h ' 

Solucion Aplicando la formula de la suma para seno a sen (x + h), tenemos 

sen (x + h) — sen x sen x cos h + cos x sen h — sen x 

h h 

cos x sen h + sen x (cos h — 1) 
h 

(sen h\ (cos h — 1 \ 

= cos x ^ ~ + sen x ^--- ) 


Tambien hay. formulas de la suma y de la diferencia para la funcion tangente: 
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Deducimos la formula de la suma mediante las formulas de la sumapara seno y coseno, 
de la siguiente manera: 


sen (u + v) sen u cos v + cos u sen v 

tan (u + v) =---=- 

cos (u + v) cos u cos v - sen u sen v 


Podemos dividirel numeradory el denominador por cos u cos v, siempre y cuando cos u cos 
v 0. (Si cos u cos v = 0, cos u — 06 cos v = 0. Enestecaso, tan mo tan vestanindefinidas. 
Se sigue que la expresion del lado derecho de la formula de la suma para tangente tampoco 
esta definida). 

Realizando la division, obtenemos 


tan (u + v) = 


( sen u \ 

( COS V 

' COS u ' 

Vcos V 

( cos u \ 

( cos v 

I COS U ' 

I COS V 

tan u 4- tan v 


+ 


/cos u\ ( 
V cos u) ' 


sen v 


cos v 


sen v 


cos v 


1 — tan u tan v 


En consecuencia, hemos demostrado que la formula de la suma para tangente es valida para 
todos los valores denyv para los cuales ambos lados de la ecuacidn est6n definidos. 

La deduccion de la formula de la diferencia para tangente se deja como ejercicio. 
Vease problema 56. 


EJEMPLO 4_ 

Evalue tan ( 77 /12). 


Solucion. Con el fin de utilizar las formulas de la suma y de la diferencia para obtener 
un valor exacto, debemos expresar 77/12 como una suma o diferencia de los angulos es- 
peciales 0, ir/6, 7r/4, tt/3 6 tt/2. Mediante el proceso de ensayo y error, encontramos que 
77/12 = 7 t /4 — 77/6 y que 77 /12 = 7t/ 3 - 7r/4. Con la primera de estas expresiones y la 
formula de la diferencia para tangente, obtenemos 


tan 


77 / 7T 77 \ 

— = tan-1 = 

12 V 4 6/ 


tan 


77 


tan 


7r 


77 77 

1 + tan — tan — 
4 6 


1 


1 

VI 


V3 - 1 


1 + 1 


V3 + 1 

-1 /i_r~R 
- 1 M ,! 1 


1 

V3 

V3- 1 V3- 1 

V3 + 1 V3 

(V3 - l) 2 4 - 2V3 r 

- - - = -= 2-V3 

2 2 


Racionalizando 

denominador 
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Us ted debe reformular este ejemplo utilizando 77 / 12 = 77/3 — 77/4 para ver que el resultado 
es el mismo. 


EJEMPLO 5_ 

Encuentre el valor exacto de tan 105°. 

Solucion. Como 105° = 45° + 60°, utilizamos la formula de la suma para tangente para 
obtener 


tan 105° = tan (45° + 60°) 

tan 45° 4- tan 60° 

1 - tan 45° tan 60° 


1 + V3 __ (1 + V3) 2 _ (1 + V3) 2 

1 - (1)(V3) ~ (1 - V3)(l + V3) ~~ -2 


1 + 2V3 + 3 
<~ 2 ) 


4 + 2V3 
(- 2 ) 


-2 - V3 


Muchas de las propiedades especiales de las funciones trigonometricas estudiadas en la 
seccion 7.1 pueden verificarse por medio de las formulas de la suma y de la diferencia. 


EJEMPLO 6_ 

Verifique cada uno de los siguientes casos: 

(a) sen (ir — t) — sen t 

(b) tan (u + 7r) = tan u 

Solucion 

(a) La formula de la diferencia para seno nos da 

sen (7 t — t) = sen rr cos t — cos 7T sen t 

= (0)(cos t) — (-1) (senr) = sent 


(b) Segun la formula de la suma para tangente tenemos 


tan u + tan 7r 

tan (w + 7r) =-= tan u 

1 - tan m tan 7r 


pues tan 77 = 0 


Una combinacion lineal del seno y coseno del mismo valor puede convertirse en una 
expresion que solo contenga al seno, de la siguiente manera: 
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44. Si u es un dngulo del cuadrante II, v es un Angulo del cuadrante 
III, sen« = -fa y tan v = $, halle (a) sen (u + v), (b) sen (« — v), 
(c) cos (u + v) y (d) cos (u — v). ^En qu6 cuadrante se situa el 
lado terminal de u + v? iy el lado terminal de u — v? 


En I os problemas 45 al 48 reformule la ecuacidn dada en la 
forma y = A sen (bt + <f>). Trace la gr&fica y determine la 
amplitud, el periodo y el desplazamiento de fase. 


45. y = cos 7rt - sen irt 

IT /- v 

46. y = sen — t — V 3 cos — t 

2 2 

47. y = V3 sen 2 1 + cos 2f 

48. y = V3 cos 4r - sen 4r 

49. Demuestre que 

y = a\ sen bt + a 2 cos bt = A cos (bt + <j>) 
donde A = Va? + a\, sen </> = -a x /A, y cos c/> = a 2 /A. 

50. Basdndose en el problema 49 reformule cada ecuacidn dada en 
los problemas del 45 al 48 en la forma y = A cos (bt + <f>). 

51. Por medio de ecuaciones diferenciales, puede demostrarse 
que, en ciertas condiciones, el movimiento de una masa que 
cuelga de un resorte es dado por 

y(r) = § cos 8r - i sen 8r 

donde y es la distancia en pies, por debajo del punto de equili- 
brio (punto de reposo) en un tiempo de t segundos. Determine 
a y <f> tal que y(r) = a sen (8r + <j >). 

52. En ciertas condiciones, la ecuacidn del movimiento de una 
cuerda en vibracion, estirada entre dos puntos sobre el eje x es 



(b) Concluya que 


R sen y 

cot <t> = -- 

sen a sen fi 


— cot a 


(Las estaciones tripartitas se utilizan con frecuencia para loca- 
lizar la fuente de microsismos, que son pcquenos movimien- 
tos de la Tierra no causados por terremotos. Los huracanes, 
por ejemplo son una fuente de microsismos). 

54. Un modelo matemitico para describir el flujo de la sangre pre- 
dice que los valores dptimos de los Sngulos 0, y 02 , que rcpre- 
sentan los angulos (positivos) de las bifurcaciones con respec- 
to al eje de la rama principal se dan por 


y = A sen (cot — kx) — A sen (cot + kx) 

donde t es el tiempo y A, co y k son constantes. Demuestre que 
y puede representarse de la forma equivalente 


donde A 0 es el area del corte transversal de la rama principal y 
A i y A 2 son las areas del corte transversal de las bifurcaciones 
(vdase figure 42). Sea i|j = 6, + 0 2 cl dngulo de la bifurca- 
cion como se observa en la figure. 


y = — 2A cos cot sen kx 


53. Considere la presencia de una onda electrica que viaja en un 
piano. Una forma de determinar la direccion de la onda eldctri- 
ca es midiendo su hora de llegada en un sistema de estaciones 
tripartitas, suponiendo que la onda viaja a una velocidad cons- 
tante. Supongamos que la onda llega a la estacidn A en un 
tiempo f|, ala estacionB enr 2 y a laestaci6nCenr 3 . Sean a, fi 
y y los angulos del triangulo formado por las tres estaciones, 
como se observa en la figure 41. El angulo cf> que el frente de la 
onda forma con la linea Al) puede determinarse asf: 


(a) Demuestre que 


R = 


b sen (cf> + a) 
c sen tf> 


donde R = ——— 
tt - h 


(a) Demuestre que 


cos i ji = 


Al - A\ - A\ 


2A]A 2 


(b) Demuestre que para los valores dptimos de 6\ y 0 2 , el 
&rea transversal de las bifurcaciones A, + A 2 es mayor 
que o igual a la de la rama principal. 
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(Por tanto, )a sangre debe fluir mis despacio en las bifurcacio- 

nes). 

55. Explique por que se obtiene un mensaje de error de la calcula- 
dora cuando se trata de evaluar 


tan 35° 4 tan 55° 

1 — tan 35° tan 55° 

56. Deduzca la formula de la diferencia para la funcidn tangente. 



Formulas del angulo doble y del angulo medio 


Se pueden obtener muchas formulas utiles a partir de las formulas de la suma analizadas en 
la seccion anterior. En esta seccion las utilizaremos para derivar las formulas del Angulo 
doble y del angulo medio, llamados asi porque expresan funciones trigonom6tricas de 2 1 y 
tl 2, en terminos de funciones trigonometricas de t. Las fdrmulas se aplican a cualquier 
numero real t, asi como a cualquier Angulo t medido en grados o radianes. 

LAS FORMULAS DEL ANGULO DOBLE 

Las siguientes dos formulas son casos especiales de las formulas de la suma para el seno y el 
coseno. Si v = u en 


cos (m + v) = cos u cos v — sen u sen v 
entonces, como cos (« + «) = cos 2 u obtenemos el siguiente resultado: 



De forma similar, remplazando v = u en la formula para sen (u + v), tenemos 
sen (u + u) = sen u cos u + cos u sen u 
Simplificando, obtenemos lo siguiente: 



EJEMPLO 1_ 

Si sen t - y ir < t < 3ir/2, halle los valores exactos de cos 2 1 y sen 2 1. 
Solucibn Primero calculamos cos t de 

cos 2 t 4 sen 2 t = 1 

cos 2 t = 1 - sen 2 t 
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Como tt < t < 3tt!2, escogemos la raiz cuadrada negativa: 

cos t = - Vl - sen 2 1 



De las formulas para el angulo doble obtenemos 

cos 2t = cos 2 t - sen 2 / 



15_ _ J_ 
16 16 
14 

16 ~~ J 


y 


sen 2/ = 2 sen / cos / 



vn 

8 


EJEMPLO 2_ 

Exprese sen 30 en terminos de sen 0. 

Solucion. Como 30 = 20 + 0, primero usamos la formula de la suma para el seno y 
luego las formulas para el angulo doble: 

sen 30 = sen (20 + 0) =sen 20 cos 0 + cos 20 sen 0 
= 2 sen 0 cos 0 cos 0 + (cos 2 0 - sen 2 0) sen 0 
= 2sen 0 cos 2 0 + cos 2 0sen 0 -sen* 0 
= 3 cos 2 0 sen 0 - sen 3 0 

= 3(1 —sen 2 0) sen 0 — sen 3 0=3 sen 0 — 4 sen 3 0. 

Notese que en la ultima lfnea cos 2 0 se remplazo por 1 — sen 2 0, utilizando cos 2 0 + 
sen 2 0=1. 


Pueden obtenerse dos formas altemas de la formula para el coseno del angulo doble de 
cos 2 u = cos 2 u — sen 2 u, sustituyendo 1 — sen 2 u por cos 2 u y 1 — cos 2 u por sen 2 u. Los 
resultados son los siguientes. 



EJEMPLO 3_ 

Exprese cos 4x en terminos de cos x. 
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Solucion. Por la forma (ii) con u = 2x, tenemos 

cos Ax = cos 2(2x) = 2 cos 2 2x - 1 - 2(cos 2x) 2 - 1 

y utilizando la forma (ii) con u = x, obtenemos 

cos Ax = 2(2 cos 2 x — l) 2 — 1 = 2(4 cos 4 x — A cos 2 x + 1) — 1 
= 8 cos 4 x — 8 cos 2 x + 1 


Las formas altemas de la formula para el coseno del angulo doble son fuente de dos 
fdrmulas para el &ngulo medio. Despejando (i) para sen 2 u resulta: 

2 sen 2 u — 1 - cos 2m 
sen 2 m = £(1 - cos 2m) 


Si t = 2m, obtenemos lo siguiente: 



De forma similar, la formula para el coseno del angulo medio puede deducirse de (ii) (vease 
problema 43). 



EJEMPLO 4_ 

Encuentre el valor exacto de sen ( 57 t/ 8 ) y cos ( 57 r/ 8 ). 

Solucion. Si t = 5rr/4, entonces r/2 = 5 77/8 y de la formula para el angulo medio 
resulta 



Como 5 tt/ 8 radianes es un Angulo del cuadrante II, sen ( 577 / 8 ) > 0 y cos ( 577 / 8 ) < 0. Por 
tan to, 

'\/i( 1+ ^r)-T vrr ' 7f 


sen ■ 


577 


577 


cos 


1 
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Las formas altemas de las f6rmulas para el angulo medio pueden obtenerse tomando 
las rafces cuadradas de cada lado de las formulas del seno y coseno del Angulo medio: 



En estas formas (comose veenel ejemplo 4), laelecciondel^ignoalgebraico depende 
del cuadrante en el que este situado el lado terminal del angulo t/2. 

Si tomamos u = v en la formula de la suma para tan (u + v), tenemos 

tan u 4- tan u 2 tan u 

tan (u + u) = -= -^— 

1 - tan u tan u 1 - tan u 

Este resultado es la formula para la funcion tangente del angulo doble: 



EJEMPLO 5_ 

Verifique la identidad 


tan 2 1 = 


2 tan t 
2 — sec 2 t 


Solucion Usamos la formula para la tangente del angulo doble para reformular el lado 
izquierdo de la identidad: 


tan 2 1 = 


2 tan t 
1 — tan 2 t 


2 tan t 

1 — (sec 2 t - 1) 

2 tan t 

2 - sec 2 t 


La primera de las siguientes formulas para la tangente de angulo medio puede obtener¬ 
se dividiendo las formulas correspondientes por seno y coseno y simplificando. 
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Deseamos demostrar que esto equivale a (1 — cos r)/sen t. Obtendremos sen t en el denomi- 
nador de (6), si multiplicamos cos (t/2) por 2 sen (tl 2) y utilizamos la formula para el seno de 
dngulo doble: 


sen — 2 sen — sen — 

t 2 2 2 

tan — =--- 

It t t 

cos — 2 sen — cos — 

2 2 2 

2 sen 2 — 

_ _ 2 _ 

sen t 

Finalmente, de la formula de angulo medio sen 2 (t/2) = 1/2(1 — cos t), tenemos 

^ 2sen 2 — 2j^— (1 — cos f)j 

2 sen t sen t 

_ 1 - cos t 
sen t 


EJEMPLO 6 __-_-__ 

Encuentre el valor exacto de tan 22.5° 


Solucion. Usando la formula (ii) para tan (f/2) y basados en el hecho de que 22.5° = 
\ (45°), encontramos que 22.5 


tan 22.5° 


1 - cos 45° 
sen 45° 


= V2 - 1 


1 - V2/2 
V2/2 
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EJEMPLO 7_ 

Dados cos 6 = —f, 90° < 6 < 1.80°, halle los valores exactos de tan 26 y tan (6/2). 
Solucion.Primero usamos cos 2 6 + sen 2 6 = 1 para hallar 

sen 2 6=1- cos 2 6=1- (-g) 2 

= 4 ! 


Como 90° < 6 < 180°, tomamos la rafz cuadrada positiva 

sen 6 = $ 

Por tanto, tan 6 = sen 6 /cos 6 = —Ahora, utilizando la formula para la tangente del 
angulo doble, obtenemos 


tan 26 = 


2 tan 6 
1 - tan 2 6 


■(-*) 


24 


-(-?) 7 


De la formula para la tangente del angulo medio (iii) hallamos 


6 sen 6 
2 1 + cos 6 



EJERCICIO 7.6 


En los problemas 1 al 6, utilice las formulas del Angulo doble 
para escribir la expresidn dada como una sola funciAn trigono- 
mAtrica del Angulo doble. 


1. 2 cos /Bsen fi 

3. 1 — 2 sen 2 — 

tan 3/ 

1 — tan 2 3 1 


2. cos 2 2 1 -sen 2 21 

4. 2 cos 2 — 1 

y y 

6 . 2 sen — cos — 

2 2 


En los problemas 7 al 12, use la information dada para hallar 
(a) cos It (b) sen It y (c) tan It. 

7. sen t = V2/3, tt/ 2 < r < ir 

8 . cos t = V3/5, 3ir/2 < t <2ir 

9. tan / = 1/2, 7 t < t < 3ir/2 

10. esc t — —3, 7 t <t < 37t/2 

11. sec t = —13/5, 7t/ 2 < f < 77 

12. cot f = 4/3, 0 < t < 7t/2 

En los problemas 13 al 22, encuentre el valor exacto de la expre- 
si6n dada. 

13. cos (7r/12) 14. sen (tt/S) 


15. sen (3 tt/8) 
17. cos 67.5° 

19. tan 105° 

21. esc (1377/12) 


16. tan (77/12) 
18. sen 15° 

20. cot 157.5° 
22 . sec (- 377 / 8 ) 


En los problemas 23 al 28, use la informacidn dada para hallar 
(a) cos 1/2, (b) sen (1/2) y (c) tan (1/2). 


23. sen t = 12/13, 77/2 < 1 < 77 

24. cos t = 4/5, 377/2 < t < 2t7 

25. tan t = 2, 77 < t < ?>rr/2 

26. esc t = 9, 0 < t < 77/2 

27. sec t = 3/2, 0 < t < 90° 

28. cot t = - 1/4, 90° < i < 180 


o 


En los problemas 29 al 42, verifique la identidad. 


29. 

sen4« 

= 4 cos u (sen u — 2 sen 3 «) 

30. 

cos 3v 

= 4 cos 3 v 

— 3 cos v 

31. 

(sen t + cos i) 2 = 

1 + sen 2/ 

32. 

cos 2x 

= cos 4 x - 

sen 4 x 

33. 

cot 26 

1 

= —(cot 6 
2 

- tan 0) 
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34. sec lx = 


1 


2 cos 2 x — 1 


„ 1 — cos 20 

35. tan (0/2) = esc 0 - cot 0 36. -= tan 0 

sen 20 

1 - tan 2 t 2 tan t 


2 tan jt 

37. -^— = sen lx 

1 + tan x 

esc 2 z — 2 


38. 


39. cot 2z = 


41. tan 4/ = 


cos 2/ sen 2t 

sen 2 2 1 , 

40. -= sec 2 t - 1 


2 cot z (1 + cos 2t) 2 

4 tan / - 4 tan 3 1 


1 — 6 tan 2 t + tan 4 t 


cot t — tan t 

42. -= cos 2 1 

cot t + tan / 

43. Deduzca la formula para el coseno del angulo medio. 

44. Demuestre que 

u sen u 

tan — =- 

2 I + cos u 


En los problemas 45 al 48, determine la amplitud y el periodo 
de la funcion dada. Graflque. [Sugerencia: escriba la funcion 
en la forma y = a sen (bt + c) o y = a cos ( bt = c)]. 



52. Demuestre que el area de un triangulo isosceles con lados 
iguales y longitud x es A = U 2 /2) sen 0, donde 0 es el angulo 
formado por los dos lados iguales. [ Sugerencia : considere 
0/2, como se observa en la figura 45]. 


FIGURA 45 



45. y = 4 cos 2 t — 2 

46. y = sen (r/2) cos (//2) 

47. y — 2 sen 2 1 cos 2/ 

48. y = 5 cos 2 At — 5 sen 2 At 


53. Si un proycctil, como en el lanzamiento de bala, es arrojado 
desde una altura h, hacia arriba en un angulo <f> con una veloci- 
dad v’o, cl alcance R con cl que cae al piso es dado por la 
formula 


49. Una parti'cula se mueve hacia adelante y hacia atras a lo largo 
del eje x con una distancia d del origen a un tiempo de t segun- 
dos dada por d = 4 — 8 sen 2 At. 

(a) Demuestre que el movimiento es armonico simple, expre- 
sando d en la forma d = a sen (bt + c). 

(b) Determine la amplitud y cl periodo del movimiento. 

50. Para los puntos P(x. y) y Q{x\, 0) con x, < ,r. como se observa 
en la figura 43, demuestre que 

d(0, Q ) + d(P. Q ) = y tan (a/2) + x 



51. La razon de la velocidad de un aeroplano a la velocidad del 
sonido se llama numero Mach, “A/” del avion. Si M > 1, 
origina ondas sonoras en forma de cono en movimiento, como 
se observa en la figura 44. En la interseccion del cono con la 
tierra se escuchara un ruido. Si el angulo vertiee del cono es 
0, entonces 


sen (0/2) = MM 

Si 0 = 7 t/ 6, halle el valor exacto del numero Mach. 


R = 


if) cos (f> 
-(sen 


J? 


<P + Vsen : cf> + (2gh/vl)) 


donde g es la acclcracidn a causa de la gravedad (vease figura 
46). Pucde demostrarse que cl maximo alcance sc logra si 
cl angulo 4> satisfacc la ccuacion 


cos 2<j> = 


Hh 

Yu + gh 


Usando estas cxpresioncs para R y cos 2<i> y las formulas para 
seno y coseno del angulo medio con t = 2<£, demuestre que 


'•oVv?) + 2gh 
g 
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7 . 

Ahora analizaremos las formulas de producto y de suma que nos permitiran escribir cier- 
tos productos de los senos y cosenos como sumas de senos y cosenos, y viceversa. 


7 Formulas de producto y de suma 



Probaremos (i) y dejaremos la verificacion de las formulas de la (ii) a la (iv) como 
ejercicio (vease problema 37). Comencemos aplicando las formulas de sumay de diferencia 
al lado derecho de (i) y luego simplificamos: 

s[cos (u — v) — cos (u + v)] 

= |[cos u cos V +sen u sen v - (cos u cos v - sen u sen v)] 

= i[2 sen u sen v] = sen u sen v 


EJEMPLO 1_ 

Utilice una formula de producto para reformular cada uno de los siguientes casos. 

(a) sen 45° cos 15° 

(b) cos 2 x cos 3x 

Solucion 

(a) Usando la formula de producto (iii) con u = 45° y v = 15°, tenemos 

sen 45° cos 15° = y[sen (45° + 15°) +sen (45° - 15°)1 

1 1 / V3 1 \ V3 + 1 

= — [sen60°+sen 30°] =— -+ — =- . 

2 2 V 2 2/ 4 

(b) De la formula de producto (ii) con u = 2 x y v = 3 jc, obtenemos 

cos 2jc cos 3 x = i[cos ( 2 x — 3jc) + cos (2jc + 3jt)] 

= i[cos (—jc) + cos 5.x] = i[cos x + cos 5x] 


EJEMPLO 2_:_ 

Trace la grafica de x 3.x 

y = 2 cos — cos — 
2 2 
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Solucion. Usando la formula (ii) con u — x!2 y v — 3x/2, hallamos que 


2 


x 3x 

cos — cos- 

2 2 




4- cos 



= cos (—jc) + cos 2x = cos x + cos 2x 


Por tanto, la ecuacion original se convierte en 

y = cos x + cos 2x 

Una vez que laexpresion se escribe en forma de suma, la grafica puede trazarse sumando las 
coordenadas y, como se observa en la figura 47. 


FIGURA 47 



Las siguientes formulas nos permiten escribir sumas en forma de productos. 



Podemos obtenerestas formulas de las formulas de producto utilizando las siguientes 
sustituciones 

x = u + v y' y = u - V 

de las que encontramos que x + y = (u + v) + (u — v) = 2« o 

x +. y 

u = - 

2 

De forma similar — y = (« + v). — (u — v) = 2v asf que 

x-y 
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Con estas sustituciones de la formula de producto (i) obtenemos 

f * + y\ ( x ~y\ t 

—) sen ^^^ = ~[cos y - cos x] 


sen 




cos x — cos y 


que es la formula de suma (iv). De la misma forma, cada una de las formulas de producto 
restantes, junto con estas sustituciones, produce una de las formulas de suma. (V6ase pro- 
blema 38). 


EJEMPLO 3_ 

Use una de las formulas de la suma para replantear cada uno de los siguientes casos: 

(a) sen 75° + sen 15° 

(b) cos / — cos 5/ 

Solucibn 

(a) Con la formula de la suma (i) y con x = 75° y y = 15° tenemos 


/ 75° + 15° \ / 75° - 15° \ 

sen 75 + sen 15 = 2 sen y --- J cos y --- J 

= 2 sen 45° cos 30° 

/V2\/V3\ V6 

_ \ 2 / V 2 / 2 

(b) Con la formula de suma (iv) y con x = t y y = 5t, encontramos 


cos t — cos 5f = —2 sen I 


't + 5f 


sen 


t - 5t 


= -2 sen 3r sen (-2r) 
= 2 sen 3/ sen 2 1 


EJEMPLO 4 


\r c l -J ,* j j cos 10r - cos 12/ 

Venfique la ldentidad-- = f 

sen 10/+ sen 12/ 

Solucibn. Utilizamos las formulas de la suma (iv) y (i) para obtener 


cos 10/ - cos 12/ 
sen 10/ + sen 12/ 


„ 10/ + 12/ 

—2 sen---sen 


10 / + 12 / 

2 sen---cos 


— 2 sen 11/ sen(-/) 
2 sen 11/ cos (—/) 
sen / 

-= tan / 

cos / 


10 / - 12 / 

2 

10 / - 12 / 

2 

—sen(—/) 
cos (-/) 


Se puede consultar facilmente la lista completa de formulas trigonometricas que hemos 
considerado aqui y en el capftulo 6, en una de las portadas de este texto. 
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EJERCICIO 7.7 


En los problemas 1 al 10, utilice una formula de producto para 
replantear la expresion dada. 


„ 57 t n 

1. cos-sen — 

12 12 

3. sen 75° sen 15° 

5. sen 2x cos 4x 

7. cos 56 sen 36 

4r x 

9. sen — cos - 
3 3 


5tt tt 

2. sen-cos — 

8 8 

4. cos 15° cos 45° 

6. sen x sen 3* 

8. cos 5x cos x 

x 5.x 

10. sen — sen — 

2 2 


En los problemas 11 al 16, escriba el producto en forma de 
suma y luego trace la grafica de la funcion dada, sumando las 
coordenadas y. 


11. y = sen t cos 2t 


12. y - 2 cos 5x sen 4* 


„ x 5x 

13. y - 4 sen — sen — 14. y = —cos tt6 cos 2tt6 

15. y = —5 cos 66 sen 26 16. y = 6 sen — cos — 

2 2 


En los problemas 17 al 26, utilice una formula de la suma, con 
el fin de replantear la expresion dada. 

777 77 7 T 57T 

17. sen-1- sen — 18. sen-sen- 

12 12 12 12 


19. cos 105° — cos 15° 
21. sen y — sen 5y 
23. cos 2x + cos 6x 
25. sen o),f + sen o> 2 f 


20. cos 15° + cos 75° 
22. cos 36 — cos 6 
24. sen 5 t + sen 3t 

26. cos (0 + </>) — cos 6 


En los problemas 27 al 36, utilice las formulas de producto y de 
suma con el fin de verificar la expresion dada. 

27. 2 sen (x + —^ sen - —cos 2x 

sen 0 + sen 16 

28. -= tan 46 

cos 6 + cos 7 6 

sen 6ft + sen 2/3 

29. ---— = cot 2/3 

cos 2/3 — cos 6/3 

30. cos (a + /?) cos (a — /3) = J(cos 2 a + cos 2/3) 

31. 2 sen (r + y^ cos ^ - y^ = sen 2 1 

_cos x - cos y / x + y \ 

32. -- = tan -- 

sen y — sen x \ 2 / 


sen (x + h) — sen* 2 h ( h 

33. -—-= — sen — cos I x H- 

h h 2 V 2 

sen 6 + sen 26 + sen 30 

34. - - ---— = tan 26 

cos 6 + cos 26 + cos 36 


^ sen 2 a + sen 2/3 _ tan (a + (3) 
sen 2 a — sen 2/3 tan (a — /3) 

36. 2 cos 2 1 cos t - cos 3r = cos t 

37. Verifique las formulas de producto de la (ii) a la (iv). 

38. Verifique las formulas de la suma de la (i) a la (iii). 

39. Una nota producida por cierto instrumento musical genera una 
onda sonora descrita por 

fit) = 0.03 sen 500777 + 0.03 sen 1,000777 

donde fit) es la diferencia entre la presion atmosferica y la 
presion del aire, medida en dinas por centi'metro cuadrado en 
el timpano, despues de t segundos. Exprese/como el producto 
de una funcion seno y coseno. 

40. Si dos cuerdas de un piano golpeadas por la misma tecla estan 
levemente fuera de tone, la diferencia entre la presi6n atmos¬ 
ferica y la del aire en el timpano puede representarse por 

fit) = a cos 2irb\t + a cos 277-/> 2 t 

donde el valor de la constante b i se acerca a la constante b 2 . 
Las variaciones que se dan en la sonoridad se llaman compds 
(vease figura 48). Las dos cuerdas pueden entonarse en la 
misma frecuencia, sujetando una de ellas mientras suenan 
ambas, hasta que el compas desaparezea. 





y = a cos 2itb 2 t 



y = a cos 2-nbf + a cos 2ir b 2 t 


FIGURA 48 


(a) Utilice una formula de la suma para escribir fit) como 
producto. 

(b) Demuestre que fit) puede ser considerado como una fun- 
cidn coseno con periodo 2/ib t + b 2 ) y una amplitud varia¬ 
ble 2 a cos tr{b\ - b 2 )t. 

41. El termino sen cot sen (cot + <f>) se encuentra en la deduccidn 
de una expresion para la energia de un circuito de corriente 
altema. Demuestre que este tdrmino puede escribirse de la 
forma 

i[cos <f> - cos (2 cot + cj>)] 
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Ecuaciones trigonometricas 


En esta seccion analizaremos las tecnicas para resolver ecuaciones relacionadas con funcio- 
nes trigonometricas. Ecuaciones tales como 


y 


V2 

sen t =- 

2 

4 sen 2 / -8sen/ + 3 = 0 


(7) 


se Hainan ecuaciones trigonometricas. 



Las ecuaciones trigonometricas suelen ser condicionales. Recordemos de la seccion 
2.1 que, a diferencia de las identidades, las ecuaciones condicionales son verdaderas solo 
para ciertos valores en el dominio de la variable. 

Consideremos el problema de encontrar todos los numeros reales t que satisfagan sen 1 
= V2/2. Como se observa en la figura 49, existe un numero infinito de soluciones 

Itt 7T 977 1777 

4 4 4 4 ( 8 ) 

577 377 1 177 1977 

; * * * > A 9 A 9 A 9 

4 4 4 4 



Notese que en (8) cada solucion puede obtenerse sumando 277 al resultado anterior. Desde 
luego, esta es una consecuencia de la periodicidad de la funcion seno. En general, las ecua¬ 
ciones trigonometricas tienen infinidad de soluciones debido a la periodicidad de las funcio- 
nes trigonometricas. 

Para obtener las soluciones de una ecuacion como sen t = V2/2,es mas conveniente 
utilizaruna circunferencia unitaria y angulos de referenda,.antes que lagrafica dey = sen t. 
Como sen t = V2/2,el angulo de referencia para t es 7r/4radianes. El hecho deque el valor 
sen t = V2/2 sea positivo implica que el angulo de t radianes puede estar en el cuadrante I o 
II. De esta forma, como se observa en la figura 50, las unicas soluciones entre 0 y 277 son 


t = 


77 

4 


y 


t = 


377 

4 
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Como la funcion seno es periodica, con un periodo de 2ir, todas las otras soluciones pueden 
obtenerse sumando los multiplos enteros de 2ir a estas soluciones: 

t =-1- Intr o t — -b 2mr, n = 0, ±1, ±2, . . . 

4 4 

Cuando enfrentamos una ecuacion mas complicada como 
4 sen 2 / — 8 sen t + 3 = 0 

el mdtodo basico es resolverla como una sola funcion trigonomdtrica (en este caso seria 
sen /), por medio de metodos similares a los utilizados para resolver ecuaciones algebraicas. 
Luego, los valores del angulo se determinan utilizando la circunferencia unitaria y los Angu¬ 
los de referenda. El siguiente ejemplo ilustra esta tecnica. 



EJEMPLO 1_ 

Encuentre todas las soluciones de 4 sen 2 / -8 sen / + 3 = 0. 

Solucion . Primero observamos que esta es una ecuacion de segundo grado en sen t y que se 
factoriza de la siguiente manera: 


Esto implica que 


(2 sen t - 3)(2 sen / — 1) = 0 


sen / = f o sen t - £ 


La primera ecuacion no tiene solucion, pues I sen fl s 1. Como se observa en la figura 
51, los dos angulos entre 0 y 2 7r con seno igual a -j son 


7T 

' = 7 y 


t = 


5rr 


Por tanto, mediante la periodicidad de la funcion seno, las soluciones son 


t = — + 2mr y t = —— + 2nir, n = 0, ±1, ±2, . . . 
o 6 


EJEMPLO 2_ 

Resuelva sen t = cos t 

Solucion. Dividiendo ambos lados de la ecuacion por cos t resulta 

tan / = 1 

Esta ecuacion es equivalente a (9) siempre y cuando cos / ^ 0. 
Observamos que si cos t = 0, entonces 

7r 3n 

t = - 1- 2nir o t =- 1- 2mt 

2 2 

para cualquier numero entero n. Ya que 


(9) 

( 10 ) 
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sen + 2nirj 0 y sen - + 2n7r J # 0 

estos valores de t no satisfacen la ecuacibn original. Asi, encontraremos todas las soluciones 
para (9), resolviendo la ecuacion (10). 

Ahora, tan = 1 implica que el angulo de referenda para res 7r/4 radianes. Como tan t = 
1 > 0, el angulo de t radianes puede estar situado en el cuadrante I o III, como se observa en 
la figura 52. Entonces, las soluciones son 


t = -1- 2 mr y t = -+ 2mr, n = 0, ± 1, ±2, . . 

4 4 


o de forma equivalente 


7r 

t = — + mr, 

4 


n = 0, ±1, ±2, . . . 


Nota de advertencia: si usted divide por una expresibn que contenga una variable, es 
esencial determinar si los valores que hacen que la expresi6n sea cero son las soluciones de 
la ecuacion original. Si lo son y usted no ha verificado, puede que no encuentre las solucio¬ 
nes. Ffjese que en el ejemplo 2, cuando dividimos por cos t tuvimos la precaucibn de que 
ninguna solucion quedara por fuera. 

Siempre que sea posible, es preferible evitar dividir por una expresibn variable. Esto 
suele realizarse escogiendo todos los terminos diferentes de cero de un lado de la ecuacion y 
luego factorizando. El ejemplo 3 ilustra esta tecnica. 


EJEMPLO 3. 

Resuelva 


2 V'S 

2 sen t cos t — -cos t 

2 


Solucion. En lugar de dividir por cos t escribimos la ecuacibn asi: 


7 V3 

2 sen t cos z t +-cos t = 0 

2 


y factorizamos 


cos r 2 sen t cos t + 


V3\ 

2 / 


De esta manera 

V3 

cos t = 0 o 2 sen t cos t +-= 0 

2 

Ahora el coseno es cero para todos los multiplos impares de tt/ 2, es decir 
t - {In + 1)— = — + mr, n = 0, ±1, ±2, . . . 


En la segunda ecuacibn utilizamos la formula para angulo doble sen It — 2 sen t cos t para 
obtener 

V3 V3 

sen 2 1 + -= 0 o sen 2r = —— 

2 2 



FIGURA 52 
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2 1 = 


De esta manera, el angulo de referenda para 2t es 77/3 . Como el seno es negativo, el Angulo 
2 1 debe estar en el cuadrante III o IV. Como se observa en la figura 53 


_ 47T 

2 1 =-f 2mr 

3 


577 

2 1 = -1- 2nv 

3 


y en consecuencia 


277 577 

t =-(- n77 o t — - V nv 

3 6 


Por tan to, las soludones son 


FIGURA 53 


t = — + 7777, r 


277 577 

-1- /177, y t = -h 7777 

3 6 


n = 0, ±1, ±2, . . . 



I 


I 


En el ejemplo 3, si hubidramos simplificado la ecuacion dividiendo por cos I sin verifi- 
car los valores de t para los que cos t = 0, habrfamos perdido las soluciones t = 7 r /2 + 

7777, 77 = 0, ±1, ±2, . . . 

EJEMPLO 4_ 

Resuelva 3 cos 2 * — cos 2 * = 1. 

Solucton Observamos que la ecuacidn dada involucra los cosenos de * y 2x. En conse¬ 
cuencia, usamos la formula para el angulo doble 

cos lx — 2 cos 2 * -1 

para remplazar la ecuacion por una equivalente que solo contenga cos *. Encontramos que 

3 cos 2 * - (2 cos 2 * - 1) = 1 
o cos 2 * = 0 

por tanto, cos * = 0 

y las soluciones son 

* - (277 + n = 0, ±1, ±2, . . . 


Hasta aqui hemos visto en esta seccion la variable de la ecuacion trigonomdtrica cuan- 
do representa un ntimero real o un angulo medido en radianes. Si la variable representa un 
angulo medido en grados, la tdcnica para resolverla es la misma. 


EJEMPLO 5_ 

Resuelva cos 26 = ~i, donde 6 es un angulo medido en grados. 

Solucidn. Como cos 26 = - £, el dngulo de referenda para 26 es 60° y el angulo 26 
debe estar en los cuadrantes II o III. Como se observa en la figura 54 

26 = 120° o 26 = 240° 
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Cualquier angulo que sea coterminal con uno de estos angulos podra satisfacer cos 26 = 
~i- Estos angulos se obtienen sumando cualquier multiple de 360°. Asf, tenemos 

26 = 120° + 360°n o - 26 = 240° + 360°«, n = 6, ±1, ±2, . . . 
que, simplificada, es 

6 = 60° + 180°n o 6 = 120° + 180°n, n = 0, ±1, ±2, . . . 

Entonces, las soluciones son 

6 = 60° + 180°n y 6= 120° + 180°n, n = 0, ±1, ±2, . . . 



EJEMPLO 6_ 

Encuentre todas las soluciones de 

1 + tan a = sec a 

donde a es un angulo medido en grados. 

Solucion. La ecuacion no es factorizable pero, si elevamos al cuadrado ambos lados, 
podemos valemos de una identidad fundamental: 

(1 + tan a) 2 = (sec a) 2 
1 + 2 tan a + tan 2 a = sec 2 a 
1 + 2 tan a + tan 2 a = 1 + tan 2 a 
2 tan a = 0 
tan a = 0 


Los valores de a en [0°, 360°) para los que tan a = 0 son 

a = 0° y a = 180° 

Como elevamos al cuadrado cada lado de la ecuacion original, podemos haber introdu- 
cido soluciones extranas. Por tanto, es importante que verifiquemos todas las soluciones en 
la ecuacion original. Sustituyendo a = 0° por 1 + tan a = sec a obtenemos la expresion 
verdaderaO +1 = 1. Pero, despues de sustituir a = 180°, obtenemos laexpresidn falsa 0 + 
1 = -1. Por tanto, 180° es una solucion extrana y a = 0° es la unica solucidn en el intervalo 
[0°, 360°). Entonces, las soluciones son 

a = 0° + 360°n = 360“n, n = 0, ±1, ±2, . . . 
es decir, todos los angulos que son coterminales con 0°. 


Recordemos de la seccidn 3.5 que el proceso para hallar los intersectos x de la grafica 
de una funcion y = f(x) es equivalente al utilizado para resolver la ecuacion f(x) = 0. El 
siguiente ejemplo ilustra este hecho. 

EJEMPLO 7_ 

Encuentre, sin graficar, los tres primeros intersectos t positivos de la grafica de 

fit) = sen 2 1 cos t 
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Solucion Debemos resolver f(t) = 0, es decir 

sen 2t cos t = 0 

Se deduce que sen 2t = 0 6 cos t = 0. De sen 2t = 0 obtenemos 

2 1 = mt, n = 0, ±1, ±2, . . . 
mr 

o / = —,« = 0, ±1, ±2, .. . 

De cos t = 0 obtenemos 

t = — + 2nir, n = 0, ±1, ±2, . . . 

Entonces, los tres primeros intersectos t positivos son 

7 t 3 TT 


EJERCICIO 7.8 


En los problemas 1 al 6, encuentre tod as las soluciones de la 
ecuacidn trigonometrica dada, si t representa un angulo medi- 
do en radianes. 

1. sent = V3/2 2. cos t = -V2/2 

3. sec t = V2 4. tan t = -1 

5. cot t = — V3 6. esc t = 2 

En los problemas 7 al 12, encuentre todas las soluciones de la 
ecuacion trigonometrica dada si x representa un numero real. 

7. cos x — — 1 8.2 sen x = — 1 

9. tan x = 0 10. V3 sec x = 2 

11. —esc x = 1 12. V3 cot x = 1 

En los problemas 13 al 18, encuentre todas las soluciones de la 
ecuacion trigonometrica dada si 0 representa un angulo medi- 
do en grados. 

13. esc 0 = 2V3/3 14. 2 sen 0 = V2 

15. cot 0 + 1 = 0 16. V3 sen 0 = cos 0 

17. sec 0 = —2 18. 2 cos 0 + V2 = 0 


cot 2 0 + cot 0 = 0 


26. 2sen 2 0 + (2 - V3)sen 0 - V3 = 0 


27. cos 2x — -1 28. 

29. 2 sen 30 = 1 30. 

31. cot (x/2) = 1 32. 

33. sen 2x + sen x = 0 34. 

35. cos 20 = sen 0 

36. sen 20+2 sen 0 — 2 cos 0 = 2 

37. sen 4 x — 2 sen 2 a: + 1 = 0 

38. tan 4 0-2 sec 2 0 + 3 = 0 

39. sec x sen 2 x = tan x 
1 + cos 0 

40. -— = 2 

cos 0 

41. 1 + cot 0 = esc 0 

42. sen x + cos x = 0 

«. JlllSSi., 


sec 2x = 2 
tan 40 = -1 
esc (0/3) = — 1 
cos 2* + sen 2 x = 1 


44. sen* + Vsenx = 0 

45. cos 0 - Vcos 0 = 0 

46. cos 0V1 + tan 2 0 = 1 


En los problemas 47 al 54, encuentre los tres primeros intersec- 
En los problemas 19 al 46, encuentre todas las soluciones de la ^ ( positivos de la grdfica de la funcion dada. 
ecuacion trigonometrica dada si * es un numero real y 0 es un 
angulo medido en grados. 


47. fit) = -5 sen (3 1 + n r) 


19. 

cos 2 * 

- 

1 = 0 

48. fit) 

= 

/ 7 T 

2 cos 1 1 3- 

20. 

2sen 2 

X 

- 3 sen *+1=0 


\ 4 - 

21. 

22. 

3 sec 2 
tan 2 * 

X 

+ 

= sec * 

(V3 - 1) tan* - V3 = 0 

49. fit) 

= 

77 

2 — sec — t 

2 

23. 

2 cos 2 

e 

— 3 cos 0 — 2 = 0 

50. fit) 

= 

1 + COS 77t 

24. 

2 sen 2 

e 

— sen 0—1=0 

51. fit) 

= 

sen / + tan t 
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52. f[t) =1 — 2 cos + -yj 

53. ft) = sen t - sen 2t 

54. ft) = cos t + cos 3/ [Sugerencia: use una formula de la 
suma de la seccion 7.7], 

Gn los problemas 55 al 58, determine por medio de la grafica si 

la ecuacion dada tiene alguna .solution. 

55. tan x = x. [Sugerencia: grafique y = tan x y y = x en el mismo 
sistema de coordenadas]. 

56. sen x — x 

57. cot x — x = 0 

58. cos x + x + 1 = 0 

59. Del problema 52 de la seccion 7.6 tenemos que el area del 
triangulo isosceles con angulo 6 en un vertice, como se ob- 
serva en la figura 55, es (x 2 /2) sen 6. Si la longitud de x es 4, 
(.que valor de 6 dara un triangulo con area de 4? 



60. Un objeto viaja por una via circular, centrado al origen, con 
una velocidad angular constante. La coordenada y del objeto 
en cualquier tiempo t segundos, se da por 

y = 8 cos 

(.En que tiempo(s) t el objeto cruza el eje xl 

61. (.Cual es el angulo del vertice del cono formado por las ondas 
sonoras producidas por un aeroplano que vuela a 2 Mach? 
[Sugerencia: vease el problema 51 de la seccion 7-6]. 

62. Un generador electrico produce una corriente altema de 60 
ciclos dada por 

i(t) - 30 sen 1 20 t7(/ - js) 

donde i(t) es la corriente medida en amperios en t segundos. 
Halle el valor positivo mas pequeno de t para el que la corrien¬ 
te sea de 15 amperios. 


63. Si el voltaje dado por 

V = V 0 sen (cot + a ) 

se imprime en un circuito en serie, se produce una corriente 
ahema. Si V 0 = 110 voltios, to = 120 77 radianes por segundo, 
y a = - 77 / 6 , ^cudndo sera el voltaje igual a cero? 

64. Considere un rayo de luz que pasa de un medio (como el aire) a 
otro (como el cristal). Sea </> el angulo de incidencia y 9 el 
angulo de refraccion. Como se indica en la figura 56, estos 
angulos se miden desde una recta vertical. Segun la ley de 
Snell, hay una constante c que depende de los dos medios, 
como 

sen <{> 

-= c 

sen 6 



FIGURA 56 


Suponga que para que la luz pase del aire al cristal c = 1.437 
Halle </> y 6 tal que el angulo de incidencia sea el doble del 
angulo de refraccion. 

65. Sobre la base de los datos recogidos entre 1966 y 1980, la ex¬ 
tension de una capa de nieve S, medida en millones de kilome¬ 
tres cuadrados en el hemisferio norte como una funcion de 
tiempo, puede aproximarse por la funcion 

5(w) = 25 + 21 cos (27 t(h' — 5)/52) 

donde w es el numero de semanas posteriores al lo. de enero. 

(a) ^Cuanta extension de nieve predice esta formula para el 
lo. de abril? (Aproxime w al numero entero mas cercano). 

(b) <,En que semana predice la formula la menor cantidad de 
nieve? 

(c) (,En que mes se producira esta nevada? 
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Funciones trigonometricas inversas 


De la seccion 3.7 sabemos que una funcion tiene su inversa solo si es uno auno. El analisis 
de las graficas de varias funciones trigonometricas demuestra claramente que estas no son 
uno a uno. Sin embargo, restringiendo apropiadamente sus dominios, podemos asegurar 
que las funciones que resultan son uno a uno. 

ARCOSENO 

En la figura 57 vemos que la funcion y = sen * es uno a uno en el intervalo cerrado [— w/2, 
7r/2], pues sobre este intervalo cualquier recta horizontal interseca la grafica a lo sumo una 
vez. Entonces, cuando restringimos el dominio a este intervalo en particular, la funcion 
seno tiene una inversa. Denotamos esta inversa por 

sen -1 .*, o arcsen * 


1 


FIGURA 57 



Estos sfmbolos se leen “seno inverso de *” y “arcoseno de *”, respectivamente. Tenemos la 
siguiente definition. 

5EFINICION 2 

La funcion arcoseno o seno inverso se define como 

y = arcsen * si y s61o si * = sen y 
donde — tt/2 £y£ 7r/2 y -1 I. 

En otras palabras, 

el arcoseno del numero * es ese numero (o dngulo medido en radianes) y entre — 7r/2 y 
tt/2 cuyo seno es *. 

Notesequeel 1” en sen -1 * woes un exponente. Por el contrario, denotauna funcion 
inversa, es decir, 

1 

(sen x) =- ^ sen * 

sen * 

Para evitar esta posible confusion, algunos prefieren la terminologfa “arcsen x" que hace 
referencia al “arco” o dngulo cuyo seno es x. Sin embargo, sen -1 * y arcsen * suelen inter- 
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cambiarse en matematicas y en sus aplicaciones. Por tanto, continuaremos altemando su 
uso hasta que usted se familiarice con ambas formas. 

Recordemos de la seccion 3.7 que la grafica de una funcion inversa es la reflexion de la 
grafica de la funcion dada en la recta y = x. Esta tecnica se utiliza en la figura 58(a) para 
obtener la grafica de y = arcsen x. En la figura 58(b) (que indica y = arcsen x solamente), 
vemos que el dominio de arcsen x es [— 1 , 1 ] y el rango es [—■nil, nil]. 


EJEMPLO 1_ 

Encuentre (a) arcsen (b) sen (— £), y (c) sen -1 (— 1). 

Solucion 

(a) Si y = arcsen i, entonces —tt/2 ^ y < nil y sen y = 5 . Se deduce que y = n!6. 

(b) Si y = sen -1 (- 3 ), entonces sen y = Como debemos escoger y tal que -7r/2 < y < 
nil, encontramos que y = — n/6. 

(c) Si y = sen 1 (—1), tenemos que sen y = — I y —nil < y < nil. En consecuencia, 
y = — nil. 


Nota de advertencia: en la parte (b) del ejemplo 1 tuvimos cuidado al escogery para que 
— nil < y < nil. Es un error comun creer que, como sen (1 l 7 r/ 6 ) = — i, sen -1 (— 3 ) es 
11 nl6. Recuerde: si v = sen -1 x, entonces y esta sujeto a la restriccion -nil nil. 


EJEMPLO 2_ 

Sin utilizar calculadora, encuentre tan (sen ’ 1 4). 

Solucion. Debemos encontrar la tangente del angulo de / radianes, con un seno igual a 
es decir, tan t donde t = sen ’ 1 j. El angulo t se observa en la figura 59. Como 

1 

sen t 4 

tan t =-=- 

cos t cos t 

necesitamos determinar cos /. De la figura 59 y la identidad cos 2 / + sen 2 / 


(ID 


= 1 , vemos que 





FIGURA 59 
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o 


cos 2 t + 


cos t = 



Sustituyendo este valor en (11), tenemos 


y asf 


tan t = 


4 

Vl5/4 


Vis 

15 


tan 



tan t = 


vTs 

15 


Otra forma de encontrar tan (sen -1 1) es trazando un triangulo rectangulo que contenga 
un angulo t para el que t = sen -1 £,o sen t = Esto se observa en la figura 60, donde hemos 
dado un valor a hip = 4 y op = 1. Podemos luego encontrar ady por medio del teorema de 
Pitagoras: 



adj 

FIGURA 60 


Asf, 


4 2 = l 2 + (ady) 2 
ady = V4 2 ^ r T 2 = Vl5 


tan 




op 1 VT5 

ady vT5 15 


ARC0C0SEN0 

Si restringimos el dominio de la funcion coseno al intervalo cerrado [0, if\, la funcion que 
resulta es uno a uno y, por tanto, tiene una inversa. Denotamos esta inversa asf: 

cos -1 x, o arccos x 
lo que nos da la siguiente definicidn: 


DEFINICION 3 

La funcidn arcocoseno, o coseno inverso, se define por 

y = arccos x si y solo si x = cos y 
donde 0 £ y ^ ir y - 1 £ .t £ 1. 


Las graficas de y = cos x en el intervalo [0, v]yy = arccos x se observan en la figura 
61. El dominio de arccos x es [— 1, 1 ] y el rango es [0, tt\. 


v_ 
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FIGURA 61 


EJEMPLO 3_ 

Encuentre (a) arccos (V2/2) y (b) cos - ' (-V3/2). 

Solucion 

(a) Si y = arccos (V2/2), entonces cos y V2/2, 0 y < 77 . De esta manera, 

y = 77/4. 

(b) Si y = cos -1 (—V3/2), tenemos que cos y = — V3/2, y debemos encontrary tal que 
0 s y < 7T. Por tanto, y = 577/6 ya que cos (577/6) = -V3/2. 


EJEMPLO 4_ 

Escriba sen (cos -1 *) como una expresion algebraica en x. 

FIGURA 62 

Solucion. En la figura 62 hemos construido un angulo de t radianes con un coseno igual 
a x. Entonces, t = cos -1 *, o * = cos /, donde 0 s [ < 77 , Ahora, para encontrar 
sen (cos - 1 x) = sen /, utilizamos la identidad cos 2 / + sen 2 / = 1. Asf, 

x 2 + sen 2 / = 1 

sen 2 / = 1 - x 2 
sen / = V1 — x 2 

Usamos la rafz cuadrada positiva de 1 — x 2 , ya que el rango de cos -l x es [0, tt] , y el seno de 
un angulo en el cuadrante I o II es positivo. 



ARCOTANGENTE 

Si restringimos el dominio de tan x al intervalo abierto (— 77 / 2 , 77/2), la funcion resultante es 
uno a uno y, por tanto, tiene una inversa. Esta inversa se denota asf: 

tan -1 x, o arctan x 

DEFINICION 4 — 

La funcion arcotangente o tangente inversa se define por 

y = arctan x si y s6lo si x = tan y 
donde —77/2 < y < 77/2 y — 00 < x < °°. 
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Las graficas de y = tan x y y = arctan x se observan en la figura 63. El dominio de arctan 
x es (- 00 , oo), y el rango es (-77/2, 77 / 2 ). 



EJEMPLO 5_ 

Encuentre tan -1 (-1). 

Solution. Si tan 1 (- 1 ) = y, entonces tan y — — 1, donde - 77/2 < y < 7772. Se deduce 
que tan -1 (— 1) = y = —7 t/4 . 


EJEMPLO 6_ 

Sin utilizar calculadora, encuentre sen (tan -0 (—§)). 


Solution. Sir = tan 1 (—$), entonces tan t = —§. Utilizamos la identidad 1 + tan 2 / = sec 2 f 
para hallar sec t: 



Tomamos la rafz cuadrada positiva, yaque el rango de tan“'res (- 77 / 2 , 77 / 2 ), y la secante 
de un angulo del cuadrante I o IV es positiva. Ahora podemos hallar cos t de la identidad 
reciproca: 


1 1 3 

cos t =-= —-= - f— 

sec ' Iv34 ^ 

3 

Finalmente, podemos usar la identidad tan t = sen t/cos t para calcular sen (tan -1 (—§)). 
Encontramos que 


sen t = tan t cos t 


5/ 3 \ _ 5V34 

3VV34^~ 34 
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PROPIEDADES DE LAS INVERSAS 

Recordemos de ladefinicion 4 del capltulo 3 que f~ l (f (x)) = xyf (f~\x)) = x son validas 
para cualquier funci6n/y su inversa con riertas restricciones apropiadas para x. Entonces, 
para las funciones trigonometricas inversas tenemos las siguientes propiedades. 



EJEMPLO 7 


Sin utilizar calculadora, evalue cada uno de los siguientes casos: 


(a) sen' 1 (sen 


v 


(b) cos ( cos 1 — 

(c) tan" 1 (tan 


Solucion 


(a) Basandonos en (i), 


sen 



7r 
12 


(b) Basandonos en (iv), cos (cos -1 (). = i. 

(c) No podemos utilizar la propiedad inversa (v), pues 377-/4 no esta en (—7r/2, ttI2). Si 
evaluamos primero tan (37t/4) = — 1, entonces tenemos 

tan -1 (tan = tan -1 (-1) = - — 


USO DE LA CALCULADORA 

La calculadora puede usarse para obtener aproximaciones a los valores de las funciones 
trigonometricas inversas. Para tal efecto, debe colocarse en el modo de radianes, pues los 
valores de las funciones trigonometricas inversas se definen como numeros reales (o angu- 
los medidos en radianes) y no como angulos medidos en grados. (Si usted coloca su calcula¬ 
dora en el modo de grados para calcular, por ejemplo, tan -1 x, obtendra el angulo en grados, 
entre —90° y 90°, cuya tangente es x). Si no dispone de calculadora, las tablas pueden 
“leerse hacia atras” para obtener aproximaciones. En el ap6ndice encontrara m&s detalles. 
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EJEMPLO 8_ 

Evalue sen (tan -1 3,75). 


Solucion. Con una calculadora colocada en el modo de radianes, presionamos 3.75, luego 

si tiene estas teclas). En ese momento 


INV 

y 

tan 

(o 

arctan 

0 

tan 1 


aparecera 1.3101939. Completamos la solucion presionando Isin para obtener 


sen (tan 1 3.75) ~ 0.9662 


En la section 7.8 la mayoria de las ecuaciones trigonometricas tenfan soluciones que 
por los angulos de referenda se relacionaban con los angulos especiales 0, tt/6, tt! 4, tt/3 6 
tt/2. Si este no es el caso, las funciones trigonometricas inversas y las calculadoias o las 
tablas pueden usarse para encontrar las soluciones, como se observa en el ejemplo 9. 


EJEMPLO 9_ 

Encuentre las soluciones de 


4 cos 2 jc — 3 cos x — 2 = 0 


en el intervalo [0, tt\. 


Solucion . Reconocemos que esta es una ecuacion de segundo grado en terminos de cos x. 
Como no es factorizable, aplicamos la formula de la ecuacion cuadratica para obtener 

3 ± V37 

cos x = - 

8 

En este momento descartamos el valor (3 + Vyj)/S ~ 1.14, pues es mayor que 1. Enton- 
ces solo tenemos 

3 - V^37 

cos X = --- 

8 


o 


-■■- P-V37 'l 
8 


cos 




1.97 


Es interesante notar que, si hubieramos tratado de calcular cos 1 [(3 + V37)/8] con una 
calculadora, habriamos obtenido un mensaje de error. 


Como se observa en el siguiente ejemplo, trabajar con las graficas de las funciones 
trigonometricas inversas permite mejorar la asimilacion de este material (veanse problemas 
75 al 84). 

EJEMPLO 10_ 

Grafique cada uno de los siguientes casos: 

(a) y = sen (sen -1 x) 

(b) y - sen -1 (sen x) 
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Soiucion 

(a) De la propiedad de la inversa (ii) tenemos 

sen (sen -1 jc) = jc, si — 1 < jc < 1 

Sin embargo, para bcl > 1, sen -1 x no esta definido; en consecuencia, sen (sen -1 jc) 
no se define. Por tanto, la grafica de y = sen (sen -1 jc) es el segmento de recta y = jc para 
-1 < jc < 1. Vease figure 64(a). 



(b) De la propiedad de la inversa (i), tenemos 


. tt 7r 

sen (sen x) = x, si- <jc< — 

2 2 


As(, obtenemos el segmento de recta ac de la figure 64(b). Luego observamos que 
sen -1 (sen jc) se define para cualquier numero real, ya que — 1 < sen jc < 1. La tabla 
adjunta da los valores de y = sen -1 (sen jc) para ciertos valores de jc en el intervalo [7t/2, 
3ir/2]. Usando estos datos, obtenemos el segmento de recta ab de la figure 64(b). 
Como la funcion seno tiene un periodo de 2 rr, se deduce que 

sen 1 (sen x) = sen -1 (sen (jc + 2 -it)) 

En consecuencia, completamos la grafica [lfneas punteadas de la figure 64(b)] por 
medio de la periodicidad. 

Observe que — ir/2 < sen -1 (sen jc) < ir/2 para cualquier numero real x. 


X 

77 277 377 577 ItT 577 477 37T 

2 " IT ~6~ 77 6 4 3 2 

sen x 

V3 V 2 1 1 V 2 V3 

1 - - — 0 ----1 

2 2 2 2 2 2 

sen -1 (senx) 

TT TT TT TT ^ TT TT TT TT 

2346 64 3 2 


ARCCSC, ARCSEC Y ARCCOT 

Las funciones cot x, sec x y esc jc tambien tienen inversas cuando se restringen a los dominios 
(0, 7r), [0, 7t/2) U (it/2, it] y [ — tt! 2, 0) U (0, 77/2], respectivamente. (Veanse problemas 
55 al 57). Otras restricciones del dominio diferentes de las analizadas aquf se utilizan algu- 
nas veces para definir las funciones inversas de cotangente, secante y cosecante. (Vease 
problema 58). 
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Estas funciones no se utilizan con tanta frecuencia como arctan, arccos y arcsen y, porende, 
la mayoria de calculadoras cientificas no traen teclas para estas funciones. Sin embargo, 
cualquier calculadora que resuelva arcsen, arccos y arctan puede usarse para obtener los 
valores de arccsc, arcsec y arccot. A diferencia del hecho de que sec x = 1/cos x, sec -1 x # 
1/cos -1 jc; por el contrario sec -1 x / cos -1 (1/jc) para Ixl > 1. Relaciones similares son 
vdlidas para esc -1 x y cot ” 1 x (vbanse problemas 87 al 89). 


EJERCICIO 7.9 


En los problemas 1 al 14, encuentre el valor indicado sin utili- 
zar calculadora. 


1 . sen 1 0 

3. arccos (—1) 

2 . tan 1 V3 

X ^3 

4. arcsen- 

2 

5. arccos — 

2 

6 . arctan (-V3) 

,. (-£) 

1 ^ 

8. cos —— 

2 

9. tan -1 1 

„ / V3\ 

11. arctan - —J 

V 2 

10. sen 1 - 

2 

12. arccos ( _ y) 

13. sen -1 

14. arctan 0 


En los problemas 15 al 32, encuentre el valor indicado sin utili- 
zar calculadora. 


15. 

1 1 3 \ 

16. 

( . 1 \ 

sen |yos yj 

cos ^sen —J 

17. 

tan ^arccos ( — y)) 

18. 

sen (^arctan 

19. 

cos (arctan (- 2 )) 

20 . 

tan (sen- (- 1 ) 

21 . 

( -1 3 ^l 
esc (sen —J 

22 . 

sec (tan -1 4) 

23. 

sen ^sen -1 

24. 

( / 4' 

cos ^cos ^ — r 

25. 

tan (tan -1 1 . 2 ) 

26. sen (arcsen 0.75) 

27. 

/ TT \ 

28. 

/ 2wN l 

arcsen 1 sen — 1 

V 16/ 

arccos ^cos y -J 

29. 

tan -1 (tan 7 r) 

30. 

-1 ( S7r \ 
sen 1 |^sen —J 

31. 

1 ( ( 

32. 

l 

cos 1 cos 1-II 

arctan 1 tan — 


V \ 4// 


\ 7 / 


En los problemas 33 al 40, escriba la expresibn dada como una 
expresibn algebraica en funcibn de i. 


33. sen (tan -1 x ) 
35. tan (arcsen x) 
37. cot (sen -1 x) 

39. esc (arctan x) 


34. cos (tan -1 x) 
36. sec (arccos x) 
38. cos (sen 1 x) 

40. tan (arccos x) 


En los problemas 41 al 48, utilice una calculadora adaptada en 
el modo de radianes para obtener el valor de la expresibn. 


41. sen 1 0,7033 
43. tan -1 5.798 
45. tan (arcsen 0.1296) 
47. sen (tan -1 2.066) 


42. cos 1 0.2675 
44. sen (cos -1 0.7317) 
46. cos (arctan 1.369) 
48. cos (sen ' 1 0.5227) 


En los problemas del 49 al 54, encuentre las soluciones de la 

ecuacibn dada en el intervalo indicado. ( Aproxime las respues- 

tas a la centbsima mbs cercana). 

49. 20 cos 2 x + cos x — 1 = 0, [0, it] 

50. 3sen 2 x - 8 senx + 4 = 0, [-ir/2, ir/2] 

51. tan 2 x + tan x - 1 = 0, (~tt/ 2, ir/2) 

52. 3 sen 2x + cos x 0, [ 7r/2, rr/2] 

53. 5 cos 3 x — 3 cos 2 x — cos x = 0, [0, tt] 

54. tan 4 x — 3 tan 2 x + 1 = 0, (—tt/ 2, ir/2) 

55. La funcibn cotangente inversa puede definirse por y = 
arccot x(o y = cot -1 x) si y sblo si x = cot y, donde 0 < y < 
tt. Grafique y = arccot x y db el dominio y el rango de esta 
funcion. 

56. La funcibn cosecante inversa puede definirse por y = arccsc x 
(oy = esc -1 x) si y sblo six = cscy, donde -tt! 2 <y< tt/2 y 
y * 0. Grafique >’ = arccsc x yde el dominio y el rango de esta 
funcibn. 

57. Una definicion de la funcibn secante inversa es y = arcsec x 
(oy = sec -1 x) si y sblo si x = sec y, donde 0sy<7ryy/= 
tt/2. (Vease problems 58 para una definicibn altema). Grafi¬ 
que y = arcsec x y de el dominio y el rango de arcsec x para 
esta definicibn. 

58. Una definicibn altema de la funcibn secante inversa puede 
obtenerse restringiendo el dominio de la funcibn secante a 
[0, tt/2) U [it, 3tt/ 2). Con esta restriccibn, defina la fun¬ 
cibn arcsec, formule su dominio y su rango, y grafique y = 
arcsec x. 


En los problemas 59 al 70, encuentre los valores indicados, sin 
utilizar calculadora. 


59. sec 1 2 

61. esc -1 V 2 


63. arccot 



65. sen (sec 1 2) 

67. cot (cot -1 (-3)) 


60. cot -1 (-V3) 
62. arccsc -1 (— 1 ) 

64. arcsec (-V2) 

66 . cos (cot 1 i) 
68 . sec 1 (sec 1 . 6 ' 
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69. arccsc 



70. cot (arccot (-5)) 


En los problemas 71 y 72, escriba la expresion dada como una 
expresidn algebraica en funcion de x. 

71. cos (sec -1 x) 72. tan (cot -1 x) 

73. Con una calculadora en el modelo de radianes, evalue arc- 
tan (tan 1.8), arecos (cos 1.8) y arcsen (sen 1.8). Explique 
los resultados. 

74. Con una calculadora en el modo de radianes evalue tan -1 (tan 
(- l)),cos -1 (cos (— l))ysen -1 (sen(—1)). Explique los resul¬ 
tados. 


En los problemas 75 al 84, trace la grafica de la funcion dada. 


75. y = arctan x 

77. y = arcsenx 
79. y = 2 cos -1 x 
81. y = cos (cos -1 x) 

83. y = arccos (x - 1) 

84. y = cos (arcsen x) 


76. y 


TT 

- arctan x 


2 


78. y = sen -1 (x + 1) 
80. y = cos -J lx 
82. y = cos -1 (cos x) 


85. 6 Para que valores de x es verdad que (a) cot (arccot x) = x y 
(b) arccot (cot x) = x? 

86. t Para que valores de x es verdad que (a) esc (arccsc x) = x y 
(b) arccsc (esc x) = x? 

87. Verifique que 


arccot x =-arctan x 

2 


88. Verifique que 

arcsec x = arccos 

89. Verifique que 


arccsc x = arcsen (— J for \x\ a 1 


0 

0 


for \x\ a 1 


En los problemas 90 al 95, utilice los resultados de los proble¬ 
mas del 87 al 89 y, con la ayuda de una calculadora, halle el 
valor indicado. 

90. sec -1 2.5 91. cot -1 0,75 

92. esc -1 (-1.3) 93. arccsc (-1.5) 

94. arccot (-0.3) 95. arcsec (—1.2) 

96. En ciertas condiciones, la corriente i de un circuito electrico 
en un tiempo t es dada por 

i = /[ sen(ojf + d) cos 4> + cos (wt + 0) sen </>] 

Resuelva para t. [Sugerencia: use la fdrmula de la suma de 
seno para escribir la expresion en parentesis como una sola 
funcion seno]. 

97. El angulo de partida 0 para que una bala golpee el bianco a 
una distancia R (suponiendo que el bianco y el armaesten a la 
misma altura) satisface lo siguiente 


Vo sen 26 

A- 

8 

donde v 0 es la velocidad inicial y g es la aceleracion que 
imprime la gravedad. Si el bianco esta a 800 pies del arma y 
la velocidad inicial es de 200 pies por segundo, encuentre el 
angulo de partida. Use g = 32 pies/segundo 2 [Sugerencia: 
hay dos soluciones]. 

98. Para el juego oh'mpico de lanzamiento de martillo, puede 
demostrarse que la maxima distancia es lograda por el angulo 
de lanzamiento 0 (medido desde la horizontal), que satisface 


CUJ - _ 

V + gh 

donde h es la altura del martillo sobre el suelo en el momento 
del lanzamiento, v es la velocidad inicial, y g es la acelera¬ 
cion que imprime la gravedad. Encuentre el angulo de lanza¬ 
miento optimo para v = 13.7 m/sy h = 2.25 m. Use g = 9.81 
m/s 2 . 

99. En el diseho de autopistas y vfas ferreas las curvas se inclinan 
para evitar los riesgos de la fuerza centrifuga. El dngulo de 
inclinacion optimo 6 (v6ase figura 65) es dado por 

i 

v 2 

tan 6 = — 

Rg 



FIGURA 65 


donde v es la velocidad del vehiculo, R es el radio de la curva 
y g es la aceleracion que imprime la gravedad. Como lo indi- 
ca la formula, para un radio dado no hay un solo angulo co- 
rrecto para todas las velocidades. Como consecuencia, las 
curvas son inclinadas para el promedio de velocidad del trafi- 
co que transita las vias. Encuentre el angulo de inclinacion 
correcto para una curva de radio de 600 pies en una via cuya 
velocidad en promedio es de 30 mph. Use g = 32 pies/s 2 . 
[Sugerencia: utilice unidades compatibles]. 


100. Si es el coeficiente de friccion entre el auto y el camino, 
entonces la velocidad maxima v m que un auto puede alcanzar 
en una curva sin deslizarse es dada por 

v m 2 = gR tan (6 + tan -1 fi) 

donde 6 es el angulo de inclinacion de la curva. Encuentre 
v m para la carretera del problema 99 si p, = 0.26. 
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101. Visto lateralmente, un cono volcSnico suele parecer un trape- 
zoide simdtrico (vease figure 66 ). Estudios de volcanes de 
menos de 50 mil anos indican que la altura del cono H co y la 
abertura del crater W cr estan relac.ionados con la amplitud del 
cono W co por las ecuaciones 


H co = 0.18W CO 
y W cr = 0.40W CO 



Si W cc = 1.00, use estas ecuaciones para determinar el angulo 

de base <f> del trapezoide en la figure 66 . FIGURA 66 




Forma trigonometrica y 

raiz n-esima de numeros complejos 


Ahora desarrollaremos la forma trigonometrica para representar los numeros complejos, 
que se analizaron en la seccion 2.4. 



REPRESENTACION GEOMETRICA 

Comenzamos considerando una representation geometrica, para numeros complejos. Un 
numero complejo z = a + bi esta determinado en forma unica por la pareja de numeros 
reales (a, b). Asf podemos identificar el primero y el segundo elementos de una pareja 
ordenada con las partes real e imaginaria de z, respectivamente. Por ejemplo, (2, —5) co- 
rresponde a z = 2 — 5/. Cuando cada punto en un piano coordenado se identifica con un 
numero complejo de esta forma, el piano se llama piano complejo* . Como se observa en la 
figura 67, el ejeyo vertical se llama eje imaginario, y el eje x u horizontal se llama eje real. 


| 

I 


EJEMPLO 1 


Grafique los numeros complejos 

,.y 

( zi = 5 + 4/, z 2 = — 2i, Z 3 = —2 — 3 1 , y z 4 = — 4 + 2 1 

2 , = 5 + 4/ 

, = —4 + 2/ 

* _ _ Solucion Como se observa en la figura 68, z, , z 2 , z 3 y z 4 se identifican por los puntos 

I I I M - M I N I - (5, 4), (0, -2), (-2, -3) y (-4, 2), respectivamente. 

X 



FIGURA 68 


* Algunas veces se hace referenda al piano de Argand, en honor del matematico francos Jean R. Argand 
(1768-1822). 
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FORMA TRIGONOMETRICA DE UN NUMERO COMPLEJO 


Si z = a + bi es un numero complejo diferente de cero y P(a, b) es su representation 
geomtirica como se observa en la figura 69, entonces la distancia de P al origen se da por r = 
Va 2 + b 1 . Esta distancia se llama mddulo o valor absolute, de z y se denota por Izl. 
Sea 9 el angulo en position normal cuyo lado terminal pasa por P(a, b). Entonces, cos 6 = 
air y sen 9 = blr, de donde obtenemos 


a = r cos 9 y b = r send 

Sustituyendo estas expresiones por a y b en z = a + bi, obtenemos 

FIGURA 69 



z = a + bi = {r cos 6) + (r sen 9)i 


z = /-[cos 9 + i sen 9\ 


( 12 ) 


donde r = Va 2 + b 2 

Decimos que (12) es una forma trigonometrica o forma polar del numero complejo 
z. El angulo 9 se llama argumento o amplitud de z y satisface tan 6 = bla. Sin embargo, 
9 no es necesariamente arctan {bla), pues 6 no se restringe a (—7 t/2, v/2). (Veanse 
ejemplos 2 y 3). Tambitii el argumento 6 no esti determinado linicamente, pues cos 9 = 
cos {9 + 2kv) y sen 9 = sen (9 + 2k.Tr) para cualquier numero entero k. Si z = a + bi = 
0, entonces a = b = 0. En este caso, r = 0 y podemos tomar cualquier angulo 9 como 
argumento. De hecho, sabemos que si a, + b\i = a 2 + b 2 i, entonces a t = a 2 y b, = b 2 . Sin 
embargo, si r\ (cos 9 } + i sen 0,) = r 2 (cos 9 2 + i sen 9 2 ) entonces r, = r 2 , pero 9\ no 
necesariamente es igual a 6 2 . 

EJEMPLO 2_ 

Escriba en forma trigonometrica (a) 1 + i y (b) 1 - V3i. 

Solution 

(a) Identificamos a = 1 y b = 1. Entonces, 

r = |1 + i\ = V(l) 2 + (l) 2 = V2 

Como tan 9 = bla = 1 y (1, 1) esta situada en el primer cuadrante, tomamos 9 = irl4, 
como se ve en la figura 70. Asi, 



r 7T 7T 

z = V 2 cos-1- i sen — 

L 4 4 J 


(b) En este caso. 


r = |1 — V3/| = Vl 2 + (-V3) 2 = 2 

De tan 9 = — V3/1 = — V3 y el hecho de que (1 , — V3) este situado en el cuarto 
cuadrante, tomamos 9 = 5-77/3, como se ve en la figura 71. As(, 

f 5 tt 5771 

z - 2^cos -y + i sen — J 

De manera altema, podrfamos tomar 8 - —77/3 y escribir 
z = 2^cos (-y) + i sen (-y) 



FIGURA 71 
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EJEMPLO 3_ 

Encuentre la forma trigonometrica de z = —4 + 5/. 

Solucion. El modulo es 

r = |—4 + 5i| = Vl6 + 25 = V44 

Como tan 0 = — J , observemos que 0 no esta relacionado con ninguno de los angulos 
especiales 0, 77 / 6 , 77/4,77/3,77/2. Ya que (-4, 5) se situa en el segundo cuadrante (figura 72), 
debemos tener cuidado al ajustar el valor de 0 obtenido con una calculadora o con las 
tablas, para que nuestra respuesta final sea un angulo del cuadrante II. Una forma de hacerlo 
es usando una calculadora. en el modo de radianes para obtener el angulo de referencia 
0' = tan -1 i =0.8961 radianes. El angulo del cuadrante II que deseamos es, entonces. 


0 = 77 - ff = 2.2455 


Asf, z = V4 T[cos 2.2455 + i sen 2.2455] 

De manera altema, la forma trigonometrica anterior puede escribirse usando un dngulo 
medido en grados. Con una calculadora en modo de grados, obtendriamos 0 51.34° y 

0 = 180° —’O' = 128.66°, de donde se deduce que 

z = V4l[cos 128.66° + i sen 128.66°] 



EJEMPLO 4_ 

Encuentre el modulo y el argumento de z i z 2 , donde z, = 2i y z 2 = 1 + i, 
Ji Solucion. El producto es 


Z]Z 2 — 2/(1 + i) — — 2 + 2 i 


X 

y, enconsecuencia, 


FIGURA 73 


7- = | Zl z 2 | = I-2 + 2*1 = V8 = 2 V 2 


Identificando a = ~2yb = 2 tenemos tan 0 = -1. Como 0 es un angulo en el cuadrante II, 
concluimos que 0 = 377/4 (vease figura 73). 


MULTIPLICACION Y DIVISION EN LA FORMA TRIGONOMETRICA 

En el anterior ejemplo observamos que el modulo r = 2V / 2~del producto z x z 2 es el producto 
del modulo r x = 2dez t y el modulo r 2 = V2dez 2 . Tambi^n el argumento 0 = 377/4 dez]Z 2 
es la suma de los argumentos 0 t = 77/2 y 0 2 = 77/4 de z, y z 2 , respectivamente. Hemos 
ilustrado un ejemplo particular del siguiente teorema, que describe c6mo multiplicar y divi- 
dir numeros complejos cuando estan escritos en forma trigonometrica. 
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RAICES DEz 

Decimos que w es la raiz n-esima de un numero complejo z si w" = z. En el siguiente analisis 
consideraremos un metodo para expresar la raiz n-esima de un numero complejo cuando 
este escrito en forma trigonometrica. 

Denotemos el modulo y el argumento de w por p y <f>, respectivamente, asi que w = 
p [cos 4> + i sen <f>]. Si w es una raiz n-esima de z = r[cos 8 + i sen 8] entonces, por el 
teorema de DeMoivre, tenemos que 


w" = z 

puede escribirse asi: 

p"[cos nd> + i sen n</>) = r[cos 6 + i sen 6\ 

Cuando dos numeros complejos son iguales, sus modulos son necesariamente iguales. En¬ 
tonces, tenemos 

p n = r o p= r l/n 

y cos n<f> + i sen n</> = cos 8 + i sen 8 

Tgualando las partes reales e in.aginarias de esta ecuacion, tenemos 
cos n<f> — cos 8, sen n4> = sen 8 
de donde se deduce que n</> = 8 + 2kir, o 

8 + Ik-n 

<P = - 

n 

dondefcesunenterocualquiera. Como k adoptalos valoresenterossucesivosO, 1,2, ..., n— 1 , 
obtenemos n raices diferentes de z. Para k s n, los valores de sen d> y cos <j> repiten los 
valores obtenidos cuando k = 0, 1,2, ..., n - 1. Para ver esto, supongamos que k = n + m 
donde m = 0, 1,2, ... Entonces, 

8 + 2 (n + m)TT 8 + 2mir 

<p = -=-1- 2tt 

n n 

Como el seno y coseno tienen un periodo de 2tt, tenemos 

( 8 + 2rmr\ / 8 + 2rmr\ 

sen <f> — senl^- J y cos d> = cosl^- j 

y asi no se obtienen nuevas raices cuando k>n. Resumiendo estos resultados, tenemos el 
siguiente teorema: 

TEOREMA 3 — 

Las raices n-esimas de un numero complejo z diferente de cero z = r[cos 8 + i sen 6} 
se dan por 



en donde k = 0, 1, 2, ..., n — 1, y 8 se miden en radianes. 


Denotamoslos n valores de wporz 0 ,Zi, ...,z„_, (correspondientesafc = 0,1,..., n — 1, 
respectivamente). 
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EJEMPLO 7_ 

Encuentre las ties raices cubicas de i. 

Solucion En la forma trigonomdtrica para i, r = 1 y 6 = 77/2, entonces 

7T 7T 

i = cos-1- i sen — 

2 2 

Con n = 3 encontramos segun el teorema 3 que 

( tt/ 2 + 2kTT\ / 77/2 + 2fc7r\1 

w — 1 1/3 cos y --- J + i sen y ---jj , k = 0, 1, 2. 

Ahora para 


Por tanto. 


k = 0, 
k= 1, 


k = 2. 


zo = 

Zi = 


Z2 = 


COS 


cos 


cos 


cos 


cos 


7T 7T 

-1- i sen — 

6 6 


/ 7 T 

2tt\ 

( 7r 

27t\ 

— + 

— 

+ i sen 1-r 

— 

V6 

3 / 

V6 

3 ! 


577 

577 



-h 

i sen —— 



6 

6 



/ 77 

477 \ | 

( 7r 

4n\ 

l— + 

-1 + i sen 

-h 

— 1 

\ 6 

3 / 

^ 6 

3 / 


3tt 3tt 

—• + i sen- 

2 2 




V3 1 
_ 2 _ + " 2 i ’ 


z 2 = -i 



Las tres raices cubicas de i encontradas en el ejemplo 7, se marcan en la figura 74. 
Observemos que est&n espaciadas equitativamente alrededor de la circunferencia de radio 1, 
centrada en el origen. En general, las raices n-6simas de un numero complejo diferente de 
cero z estan distribuidas proporcionalmente en las circunferencias del circulo de radio 
lzl ,/n con centra en el origen (v6ase problema 87). 


EJEMPLO 8_ 

Encuentre las cinco raices quintas de 1 + i. 


Solucibn. El modulo y el argumento de 1 + i son V2 y 45° respectivamente. 
Asi que, 1 + i = V2(cos 45° + i sen 45°) 


Hemos elegido expresar el argumento en grados porque 45° es divisible por 5. Con n = 5, 
r 1/n = (V2) l/5 = 2 1/l0 . Asi, segun el teorema 3, obtenemos 


zo 

= 2 1/10 [cos 

9° + 

i sen 9°] 

Z] 

= 2 1/10 [cos 

81° + i sen 81°] 

Z 2 

= 2 1/10 [cos 

153° 

+ i sen 153°] 

Z3 

= 2 1/10 [cos 

225° 

+ i sen 225°] 

Z 4 

= 2 1/10 [cos 

297° 

+ i sen 297°] 


V. 
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Con una calculadora podemos obtener estas aproximaciones: 

z 0 = 1.0586 + 0.1677/ 
zj « 0.1677 + 1.0586/ 
z 2 = -0.9550 + 0.4866/ 
z 3 ~ -0.7579 - 0.7579/ 
z 4 = 0.4866 - 0.9550/ 


CJERCICIO 7.10 


En los problemas 1 al 10, grafique I os numeros complejos dados 
y evalue y grafique el numero complejo indicado. 

z\ = 2 + 5/; z\ 

2. Z| = — 8 — 4i; — z x 

4 

3. Z) = 1 + /, z 2 = 2 — 2/; Z[ + z 2 

4. z, = 4/, z 2 = -4 + /; z, - z 2 

5. Z! = 6 — 3/. z 2 = -/; Z| + z 2 

6 . Z] = 5 + 2i, z 2 = — 1 + 2/; Z) + z 2 

7. zi = —2/, z 2 = 1 — /; ziz 2 

8 . Z] = 1 + i, z 2 = 2 — i; z t z 2 

9. z, = 2V3 + 2 /, z 2 — 1 V3/; — 


10 . 


• 1 ■ 1 

z, = t, z 2 = 1 - 1 ; — 
z 2 


En los problemas 11 al 22, encuentre el modulo y el argumento 
del numero complejo dado. 


11 1 ^ 

2 2 

13. z = V2 - 4/ 

4 4 

17. z = 3 + 3/ 
19. z = V3 + « 
21. z = 2 - i 


12. z = 4 + 3/ 

14. z = -5 + 2/ 

16. z = -8 - 2/ 

18. z = -1 - 1 
20 . z = 2 - 2V3/ 
22. z = 4 + 8/ 


E 11 los problemas 23 al 32, escriba el numero complejo dado en 
forma trigonom£trica. 

24. z = 15/ 

26. z = 3 + / 

28. z = 2 + 2V3/ 

30. z = -10 + 6/ 

32. z = 1 — i 


23. z = -4/ 

25. z = 5V3 + 5/ 
27. z = -2 + 5/ 
29. z = 3 - 5/ 

31. z = -2 - 2/ 


En los problemas 33 al 42, escriba el numero complejo dado en 
la forma z = a + bi. No utilice calculadora. 


r- r 7T 7T 

33. z = V2 cos — + / sen — 
L 4 4 


34. z = 6[cos (~~) + < sen (--J)] 

35. z = 10[cos 210° + / sen 210°] 

36. z = V5[cos 420° + / sen 420°] 

37. z = 2[cos 30° + / sen 30°] 

[ 77t 7 it] 

38. z = 7 cos-1- 1 sen- 

L 12 12J 

/ 5n\ ( 5tt\ 

39. z = cos ^- J + 1 sen ^—— J 

40. z = f[cos(~)+lsen(~)] 

41. z = 4[cos (tan -1 2) + / sen(tan _ * 2)] 

42. z = 20^cos (^tan -1 + / sen ^tan -1 —^ j 


En los problemnas 43 al 48, encuentre zjz 2 y z,/z 2 en forma 
trigonometrica, escribiendo primero Z| y z 2 en forma trigono- 
metrica. 

43. Z] - 3/, z 2 = 6 + 61 

44. zi = 1 + /, z 2 = — 1 + / 

45. z, = 1 + V3 /, z 2 = 2V3 + 2 / 

46. Z) = 5/, z 2 = —10/ 

47. zi = V3 + /, z 2 = 5 — 5/ _ 

^ r- 5V2 5V2 

48. Zj = — V2 + V2i, z 2 = —— + ——i 


En los problemas 49 al 52, encuentre z t z 2 y Z]/z 2 . Escriba la 
respuesta en la forma a + bi. 


49. z, = V6 


IT 


cos — + i sen 
3 3 


7T 

7- 


z 2 = V 2 [cos(-j) +/sen(~)] 

[ 777 77rl 

50. Zi = 10 cos-1- / sen —— 

L 6 6 J 

z 2 : 


1 r 77 771 

= — cos- 1 - i sen — 

2 L 6 6 J 

[ 77 77 1 

cos — + / sen — J 
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( ^ ' 1 

f 77 \ 

1 cos 1-1 + 1 sin 

— 

\ 8/ 

v 8 1 


52. z\ = cos 57° + i sen 57°, 
z 2 = 7[cos 73° + i sen 73°] 

53. Demuestre que z = Vzz. 

54. Si z = r(cos 9 + i sen 0, escriba 1/z en forma trigonomdtri- 
ca. ^Cual es la forma trigonometrica de z? 


82. Evalue 


83. Evalue 


l tt tt] 12 

[cos- + ,sen-j 

if TT 7t\"| 5 

—I cos — + i sen — 

L2 v 6 6/J 


En ios problemas 55 al 68 utilice ei teorema de OeMoivre para 
calcular la potencia dada. 


55. 


57. 


59. 


61. 


63. 


65. 

66 . 


67. 


68 . 


i 30 

56. (-0 15 

(1 + i) 6 

58. (1 - if 

(-2 + 2ij 4 

60. (-4-40 3 

(V3 + o 5 

+ 

1 

c4 

so 

(V2 V6 \ 9 

M - (-r + r 

1 2 2 / 

(1 + 2ij 4 



2(cos 67° 4- /' sen 67°)] 3 

5 tt 5tt I 24 

cos-(- i sen-I 


En los problemas 69 al 78 evalue las ralces dadas. 


69. 

70. 

71. 

72. 

73. 

74. 

75. 

76. 

77. 


78. 

79. 

80. 
81. 


Las tres raices cubicas de — 8 

Las tres rakes cubicas de 1 

Las cuatro rakes cuartas de i 

Las dos rakes cuadradas de i 

Las cuatro rakes cuartas de — 1 — V3i 

Las dos rakes cuadradas de — 1 + V3i 

Las dos rakes cuadradas de 1 + i 

Las tres rakes cubicas de - 2 V"? + 2i 

Las seis rakes sextas de 64 [cos 54° + i sen 54°] 


Las dos rakes cuadradas de 81 


57r 57rl 

cos- \- i sen- 

L 3 3 J 


Factorice el polinomio x 2 + 8 + 8 V3 i. 

Factorice el polinomio x 3 — 125/ 

^Para cuales enteros positivos n (V2/2 + \ / 2i/2) n sera 
igual a 1, igual a i, igual a-V2/2 — V2//2, igual aV2/2 + 

V2//2? 


fa 

( 4 


COS 


TT , TT IV 

16 16 J/ 


37T 

cos-1- i sen *-1 ( 

8 8 J/ 


3771V 


84. Demuestre el teorema 1(a). 

85. Demuestre que el teorema de DeMoivre es vilido para los en¬ 
teros negativos n. [Sugerencia : use z~" = 1/z” y aplique el teo¬ 
rema de DeMoivre al denominador], 

86. El teorema de DeMoivre implica 


[cos 0 + i sen 0] 2 = cos 2d + i sen 20 


y 


[cos 0 + i sen 0] 3 = cos 30 + i sen 30 


Utilice esta informacion para deducir identidades trigonomd- 
tricas para cos 20 sen 20 cos 30 y sen 30, desarrollando 
las potencias e igualando las partes reales e imaginarias. 

87. (a) Si el numero complejo z diferente de cero tiene modulo r, 

demuestre entonces que cualquier rafz n-esima de z esti 
colocada en la circunferencia de radioVr centrada en el 
origen. [ Sugerencia : encuentre el mddulo de z 1/B ]. 

(b) Demuestre que las rakes n-dsimas de z estdn espaciadas 
equitativamente en esta circunferencia. [ Sugerencia : en¬ 
cuentre la diferencia entre los argumentos de dos rakes 
n-dsimas sucesivas cualesquiera de z], 

88. Demuestre que las rakes n-dsimas de un numero complejo 
z estan dadas por u, uw,, uw 2 , .... uw n _ l , donde u satisface 
u" = z y 1, tv!, w 2 , .... mv, son las raices n-dsimas de 1. 
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EJERC1CIO DE REPASO 


En los problemas 1 al 10, responda verdadero o falso. 

1. La recta x = irl2 es una asintota para la grffica de y = tan 

x. _ 

2. La grAfica de y = esc t no interseca el eje x _ 

3. La recta y = 1 es una asintota para la grAfica de _y = sen t. _ 

4. sen(-0.312) = sen 0.312_ 

5. Las grSficas de /(/) = 3 sen (—2t)yg(t)~ — 3 cos (2/ - nil) 

son identicas_ 

6. La ecuacion tan a + 1 = se a es una identidad_ 

7. Para cualquier numero real x, tan (tan -1 x) = x _ 

8. Si z = r[cos 0 + i sen 0] es la forma trigonom&rica de z = a + bi, 

entonces r = Va 2 + b 1 y 0 = tan -1 (b/a) _ 

9. Si el modulo del numero complejo z es 3, entonces el modulo 

de z 3 es 9._ 

10. Se dice que un objeto describe un movimiento armonico sim¬ 
ple si su desplazamiento desde un punto de equilibrio en un 
tiempo t puededescribirsepor y = a sen (bt + c), donde a, by 
c son numeros reales._ 


En los problemas del 11 al 26, grafique la funcidn dada. Si 
corresponde, determine la amplitud, el periodo y el desplaza¬ 
miento de fase. 

11. y = 5(1 + sen t) 

4 

12 . y = - — cos t 

13. y = tan (t + yj 

14. y = 77 - cot t 

15. y = —sec t 

17. y = t + cos t 

19. y = — 2 cos —t 

16. y = esc (t — 77 ) 

18. y = sen t - cos t 

1 

20. y = — cos 77f 

4 

21. y = -sen(3r + it) 

22. y = 4 cos (~2f - 

23. y = 2 sec 4/ 

24. y — 1 — tan 77t 

25. y = 10 cos 3t + — j 

26. y = —4 sen - 77 ^ 


Enlos problemas 27 al 32, encuentre el valor exacto de la expre- 
sion dada. 


27. cos (—7ir/12) 

29. tan (7ir/8) 

31. sen 15° sen 45° 

33. Dado que cos t = 


28. sen 

30. sen (137 t/12) 

32. sen 75° cos 15° 

V2/3, donde 3 77 /2 < t < 2v, encuentre 


sen —cos —t, tan —t, sen 2 1, cos 2 1 , y tan 2/. 

2 5 

34. Si sen u = — y cos v= — , encuentre sen (u + v) y 
5 13 

cos ( u — v), donde 0 < u < tt/2 y 3ir/2 < v < 2tt. 


38. 


sen t + tan t 

-= sen t 

1 + sec t 


En los problemas 39 y 40, demuestre que la ecuacidn trigono- 
metrica dada no es una identidad. 

39. sen 6 + cos 0 = 1 

40. VI + sec 2 x = tan x 


En los problemas 41 al 44, encuentre todas las soluciones de la 
ecuacion trigonometrica dada si x es un ntimero real y 0 es un 
Angulo medido en grados. 

41. cos 20 +sen 0 = 1 

42. tan 2 0 = 2 sec 0 - 2 

43. 2 cos 2 x - cos x - 3 = 0 

44. sen x - Vsenx = 0 


En los problemas 45 al 50, encuentre el valor indicado, sin usar 
calculadora. 

45. cos -1 46. arcosen (— 1) 


I 

' , 4\ 

48. 

/ 2\ 

47. tan | 

sec — 

v 3 / 

cos (^arcosen —j 

49. sen - 

1 (sen 77 ) 

50. 

cos (arccos 0.42) 


En los problemas 51 y 52, escriba la expresidn dada corno una 
expresidn algebraica en funcion de x. 

51. sen (arccos x) 52. sec (tan -1 x) 

En los problemas 53 y 54, encuentre las soluciones (aproxima- 
das a la centesima mas cercana) de la ecuackm dada en el inter¬ 
val indicado. 

53. 3 cos 2x +sen x = 0, [— 17 /2, 77 / 2 ] 

54. tan 4 x + tan 2 x - 1 = 0, (—n/2, tt/2) 

En los problemas 55 y 56, trace la grafica de la funcidn dada. 

55. y = arccos x 

56. y = arctan (x — tt/2) 


En los problemas 57 y 58, dados z x y z 2 , evalue y grafique los 
numeros complejos indicados. 

57. zi = 2 — 3/, z 2 = 4i; z 1 , z x + z 2 , y ZjZ 2 

58. z x = 1 + /, z 2 = 1 — /; z\ — z 2 , Ziz 2 , y Zi/z 2 


En los problemas 35 al 38, verifique la identidad dada. 


35. sen 2 0 sec 0 = sec 0 - cos 0 

36. (senx + cos x) 2 - 1 = sen 2x 


37. 


tan 2 /3 
sec /3 — 1 


= 1 + sec /3 


En los problemas 59 al 62, encuentre el mddulo y el argumento 
del numero complejo dado y escriba el numero en forma trigo- 
nomltrica. 

59. 3 — 3i 60. V3 - i 

61. 2 - 3i 62; 1 + 4 i 


www.elsolucionario.net 


402 


Algebra y trigonometria 


En los problemas 63 y 64, escriba el numero complejos dado en 
la forma z = a + bi. 

„ [417 4it1 

63. z = 4 cos --f- i sen- 

L 3 3 J 

64. z = 2[cos 330° + i sen 330°] 

En los problemas 65 y 66, encuentre z t z 2 y x 2 lz 2 en forma trigo- 
nometrica escribiendo primero z, y z 2 en forma trigonom&rica. 

65. zj = — 1 — i, z 2 = 1 + V3< 

66. Zi = V3 — i, z 2 = 2 « 2 i 


En los problemas 67 y 68, use el teoema de DeMoivre para cal- 
cular la potencia dada. 

67. (-1 - i) 7 


68 . 


( 5tt 

577\1 

41 cos-1- 

sen- 

L V 6 

6 n 


En los problemas 69 y 70, evalue las raices indicadas. 


69. Las cinco rai'ces quintas de 32 

70. Las tres raices cubicas de — t 

71. Factorice el polinomio x 3 —27/ 

72. Un objeto viaja por una via circular, centrado al origen, con 
velocidad angular constante. La coordenada x del objeto a 
cualquier tiempo t es dada por 


x = 4 cos 



(a) i.Cu&l es la coordenada a del punto cuando t = 0 segundos? 

(b) ^Cual es el radio de la via circular? 

73. Un canal debe hacerse con una lamina de metal, de 30 cm de 
ancho, levantando los hordes unos 10 cm a lo largo de cada 
lado para que formen angulos iguales <t> con la vertical (vease 
figura 75). Exprese el area A del corte transversal como una 
funcion del angulo <f>. Trace la grdfica de csiu■"-'ion para 0 *£ 
<f> S; 77/2. 



10 cm 



FIGURA 77 


76. El aceite para calefaccion domestica suele almacenarse en un 
tanque cilindrico apropiado que debe estar horizontal. Como 
se observa en la figura 77, la profundidad del aceite debe me- 
dirse sumergiendo una vara a traves de un diametro vertical, 
(a) Si la vara indica que la profundidad del aceite es d pulga- 
das demuestre que el volumen V del aceite es dado por la 
formula 

V = (Vo/irMcos -1 ( 1 - 2 d/D) - 
(1 - 2d/D)V(\ - d/D)d/D] 

donde Vo es la capacidad del tanque. 

(b) Demuestre que la f6rmula de la parte (a) puede reescribir- 
se de la siguiente forma 


FIGURA 75 

74. Demuestre que arcsen § + arcsen ^ = arcsen |f. 

[ Sugerencia: use la fdrmula de la suma para funcidn seno]. 

75. Puede demostrarse que una bola de baloncesto de diimetro d, 
al acercarse a la cesta desde un angulo 8 con Ja horizontal 
pasara a traves de un aro de diametro D si 

D sen 8 > d, 0° < 8 < 90° 

(vease figura 76). Si la bola tiene un diametro de 24.6 cm y el 
aro de 45 cm, ^que rango de Ingulos de acercamiento 8 resul- 
tardn en una cesta? 


V = —[cos 1 x - xV(l - r J )/2] 

77 \ 

\ 

donde x = 1 — 2d/D 

77. En ciertas condiciones puede demostrarse que el angulo de 
desplazamiento 8 (medido en radianes) de un pdndulo piano 
en un tiempo de t segundos esti dado por 

8 = ci cos Vg/Lt + c 2 sen Vg/Lf 

donde L es la longitud del pendulo, g la aceleracidn que impri- 
me la gravedad y c, y c 2 son constantes que dependen de c6mo 
se coloque en movimientoel pendulo (vdase figura 78). Si c, = 
V3 y c 2 = 1, determine A, b y <)> tal que 8 = A sen (bt — <f>). 
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FIGURA 78 

78. En ciertas condiciones, el desplazamiento vertical y (medido 
en pies desde la posicion de equilibrio) de una masa al extremo 
de un resorte despues de t segundos es dado por 

y = —§ cos lOr + i sen !0r 

(vease figura 37). 

(a) Demuestre que y = § sen(10t - 0.927). 

(b) ^En que momenta pasa la masa por la posicion de equili¬ 
brio? 

79. Desde una nave espacial 5 se observa el punto P en la Tierra, 
como se ve en la figura 79. Para localizar P debemos determi- 


nar el angulo j3 formado por la llnea que va de P al centre C de 
la Tierra y la recta que va de S a C. Sea A uii punto en la 
circunferencia del horizonte (vease problcma 86 en el capftulo 
6 del ejercicio de repaso) tal que AS LAC, como se observa en 
la figura. Las medidas del dngulo a formado por PS y CS y el 
angulo 8 formado por MS y CS pueden hacerse desde la nave. 

(a) Demuestre que 

sen 0 sen /3 

tan a = - 

1 - sen 6 cos /3 

f Sugerencia: trace una perpendicular desde P a CS], 

(b) Si las medidas a = 27° y 8 = 30° se obtienen, encuentre /3. 


A 



FIGURA 79 
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Sistemas de ecuaciones no lineales 


ECUACIONES SIMULTANEAS 



Comoloilustralafigura 1, los graficosde las parabolas y = x 2 -4xyy = -x 2 + 8 secortan 
en dos puntos. Asf, las coordenadas de los puntos de intersecto deben satisfacer ambas 
ecuaciones, y decimos que 


[ y = x 2 - 4x 

[y = —x 2 + 8 (1) 

son ecuaciones simultaneas, o que (1) es un sistema de ecuaciones. Especfficamente, (1) 
es un sistema de ecuaciones no lineal*. La solution de un sistema de ecuaciones con dos 
variables, o incognitas, x y y es cualquier par ordenado de numeros reales (a, b) que satisfa- 
ga cada ecuacion del sistema cuando a y b son sustituidas por x y y, respectivamente. La 
solucidn de un sistema de ecuaciones que incluye tres variables es una tripla ordenada de 
numeros reales (a, b, c), y asf sucesivamente. Se dice que dos sistemas de ecuaciones son 
equivalentes si tienen precisamente las mismas soluciones. 

METODO DE SUSTITUCION 


En esta seccion y en la proxima usaremos dos metodos para solucionar los sistemas de 
ecuaciones. Laprimeratecnicaconsiderada se llama metodo de sustitucion. Los siguientes 
pasos resumen este metodo para sistemas de dos ecuaciones con dos variables. 



EJEMPLO 1_ 

Encuentre las soluciones del sistema 

f y = x 2 - 4x 
\y = -x 2 + 8 


* Recuerde que una ecuaci6n lineal con dos variables es cualquier ecuacion que pueda expresarse en la forma 
ax + by + c = 0. En esta ecuacidn, el exponente de ambas variables es 1. 
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Solucion. Puesto que la primera ecuacion ya expresa y en terminos de x, sustituimos esta 
expresion por y en la segunda ecuacion y simplificamos 

x 2 - 4x = -x 2 + 8 
Zx 2 — 4x — 8 = 0 
x 2 - lx - 4 = 0 

De la formula cuadratica encontramos x = 1 — V5 y x = 1 + Vs. Usando la primera 
ecuacion para obtener los valores correspondientes de y tenemos 

y = (1 — V5) 2 - 4(1 - V5) = 2 + 2V5 
y v = (1 + V5) 2 - 4(1 4- V5) = 2- 2V5 

Asi (1-V5, 2 + 2 V 5 ) y (1+V5, 2 - 2 V 5 ) son soluciones del sistema dado. 


EJEMPLO 2_ 

Encuentre las soluciones del- sistema 

fjc 4 - 2(10 2v ) -3=0 
{ x- 10- v = 0 

Solucion. De la segunda ecuacion. tenemos que 

x = 10 v 

y por consiguiente x~ = 10 2v 

A1 sustituir este ultimo resultado dentro de la primera ecuacion tenemos 

jc 4 - lx 2 - 3 = 0 

o (x 2 - 3)(jc 2 + 1) = 0 

Puesto que x 2 + 1 > 0 para todos los numeros reales x, se deduce que 

x 2 = 3, o x = ±V3 

Perox = 10 v > Opara today; por consiguiente, debemos tomarx = a/ 3. Resolviendo \/3 = 
10 v para y tenemos 

y = logio V3, o y = i logio 3 
Por tanto, (V3, 2 log 10 3) es la unica solucion del sistema. 


EJEMPLO 3_ 

Considere un rectangulo en el cuadrante I limitado por los ejes x y y y la grafica de y = 20 — 
x 2 . (Vease figura 2). Halle las dimensiones de tal rectangulo si su area es de 16 unidades 
cuadradas. 

Solucibn. Sean (x, y) las coordenadas del punto P en la grafica de y = 20 — x 2 mostrado en 
la figura. Entonces, el 


area del rectangulo = xy o 16 = xy 
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FIGURA 2 


Asf obtenemos el sistema de ecuaciones 


Jav = 16 
V = 20 - x 2 

La primera ecuacion del sistema produce y = I 6/a. Despues de sustituirestaexpresion pory 
en la segunda ecuacion, obtenemos 


o 


— = 20 - a 2 
x 




x * - 20a +16 = 0 


Ahora la regia de los signos de Descartes indica que esta ultima ecuacion tiene bien sea dos 
raices o ninguna raiz positiva. Las raices racionales positivas posibles son 1,2, 4, 8 y 16. 
Probando estos numeros por division sintetica, eventualmente se muestra que 


_4j 1 0 -20 16 

_ 4 16 -16 

1 4 -4 |0 = r 

y asf 4 es una solucion. Pero la division anterior de la factorizacion 

a 3 - 20a + 16 = (a - 4)(a 2 + 4a - 4) 


Aplicando la formula cuadratica a 

.v 2 + 4 a - 4 = 0 


nos da dos raices reales mas: 


-4± V32 


-2 ± 2 A /2 


El numero positivo —2 + 2V2 es otra solucion. (Puestoquelasdimensiones son positivas, 
rechazamos el numero negativo —2 — 2 V 2 ). En otras palabras, hay dos rectangulos con el 
area de 16 unidades cuadradas. 

Parahallaryusamosy = 16/a. SiA = 4, entoncesy = 4, y siA = —2 + 2\/2)~0.83, 
entonces y = 16/( — 2 + 2 V 2 ) ~ 19.31. Asf, las dimensiones de los dos rectangulos son 


4 unidades X 4 unidades y (aproximadamente) 0.83 unidades x 19.31 unidades. 


Nota de advertencia: en el ejemplo 3 observamos que la ecuacion 16 = 20a —a 3 fue 
obtenida al multiplicar la ecuacion que la precede por a. Recuerde: cuando las ecuaciones 
son multiplicadas por una variable, hay la posibilidad de introducir una solucion extrafia. 
Para asegurarse de que este no sea el caso, usted debe probar cada solucion. x 


METODO DE ELIMINACION 

El siguiente metodo que ilustramos usa operaciones de eliminacion. Cuando se aplica a 
un sistema de ecuaciones, estas operaciones producen un sistema equivalente de ecuacio¬ 
nes, 
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A menudo le sumamos un multiplo constante diferente de cero de una ecuacion a otras 
ecuaciones de un sistema, con la intention de eliminar una variable de aquellas ecuaciones. 

EJEMPLO 4_ 

Encuentre las soluciones del sistema 


[ * 2 + y 2 = 4 

|-2t 2 + 7y 2 = 7 

Solution Como preparation para eliminar el termino x 2 , empezamos multiplicando la 
primera ecuacion por 2. El sistema 


2jc 2 + 2y 2 = 8 
—2x 2 + 7y 2 = 7 


(2) 


es equivalente al sistema dado. Ahora sumandole la primera ecuacion de este ultimo sistema 
a la segunda, obtenemos otro sistema equivalente al original. En este caso, hemos elimina- 
do x 2 de la segunda ecuacion: 

f 2* 2 + 2y 2 = 8 

I 9y 2 - 15 


De la ultima ecuacion vemos que y = ± \/l5 /3. Sustituyendo estos dos valores de y en x 2 + 
y 2 = 4 entonces tenemos 


7 15 

r 2 + T =4, 


21 

9 


asi que 


x = 


VT\ 

3 


Asi(V2I/3, VT5/3), (-V2I/3, Vl5/3, (V2T/3, - VI5/3), y (- V21/3, - VT5/3)son 
todas soluciones. Las graficas de las ecuaciones dadas y los puntos correspondientes a lbs 
pares ordenados estan en la figura 3. 



En el ejemplo 4 no hay necesidad de escribir el sistema (2). El sistema 


f jt 2 + y 2 = 4 

[ 9y 2 = 15 

se obtiene inmediatamente combinando los pasos de multiplicar la primera ecuacion por 2 y 
luego sumarsela a la segunda. Ademas, como manera altemativa para resolver el sistema, 
podemos multiplicar la primera ecuacion por — 7 y sumarsela a la segunda* para obtener 


* Esto es lo mismo que multiplicar por 7 y restar. 
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i x 2 + y 2 = 4 f x 2 + y 2 = 4 

1 -9x 2 = -21 ° |9x 2 =21 

La ultima ecuacion de este caso da x = ± VTT/3. Entonces, usamos x 2 + >’ 2 = 4 para 
encontrar los valores correspondientes de y. Finalmente, notamos que el sistema tambidn 
puede resolverse por el metodo de sustitucion, al haccrlo, por ejemplo, en y 2 = 4 — x 2 de la 
segunda ecuacion. 

En el siguiente ejemplo, usamos la tercera operacion de eliminacion para simplificar el 
sistema antes de aplicar el metodo de sustitucion. 


EJEMPLO 5_ 

Encuentre las soluciones del sistema 

(x 2 - 2x 4- y 2 = 0 
l* 2 - 2y + y 2 = 0 

Solucion. Al multiplicar la primera ecuacion por — 1 y sumarle el resultado a la segunda, 
eliminamos x 2 de la ecuacion: 


ix 2 - 2x + y 2 = 0 
[ 2x - 2y = 0 



La segunda ecuacion del ultimo sistema implica que y = x. Al sustituir esta expresion en la 
primera ecuacion, produce 

x 2 — 2x + x 2 = 0, o 2 jc(x — 1 ) = 0 

Se deduce que x = 0, x = 1 y correspondientemente, y = 0. y = 1. Asi, las soluciones del 
sistema son (0, 0) y (1, I). 


Al completar el cuadrado en x y y, podemos escribir el sistema en el ejemplo 5 como 

f (jc — 1 ) 2 + y 2 = 1 
t* 2 + (y~ l) 2 = 1 

De esto vemos que ambas ecuaciones describen circunferencias de radio r = 1. Las circunfe- 
rencias y sus puntos de interseccion estan ilustrados en la figura 4. 


En ciertos problemas que incluyen encontrar los valores maximo y mfnimo de una 
funcion, a menudo es necesario resolver un sistema de ecuaciones no lineales con ties (o mas) 
variables. Las variables del ejemplo siguientes son x, y, y A. (la letra griega lambda minus- 
cula). Aunque describimos el metodo de sustitucion para sistemas de dos ecuaciones y dos 
incognitas, puede usarse en sistemas m&s grandes. 


EJEMPLO 6_ j 

Encuentre las soluciones del sistema j 

I 

.4 

y-2\x = 0 
x - 2A.v = 0 
x 2 + y 2 — 2 = 0 
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ax + by + c = 0 

Asi, un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas 

| a t x + biy = c, 

[a 2 x + b 2 y = c 2 


(3) 


determina dos li'neas rectas en el piano xy. 


SISTEMAS CONSISTENTES E INCONSISTENTES 


Como vemos en las figuras 9(a), 9(b), y 9(c), respectivamente, hay tres casos posibles para 
las graficas de las ecuaciones en el sistema (3): 


(i) las rectas se intersecan en un solo punto, 
(H) las ecuaciones describen la misma recta, o 
(Hi) las dos rectas son paralelas 



(a) 

FIGURA 9 




(b) (c) 


En estos tres casos decimos, respectivamente: 


(i) El sistema es consistente y las ecuaciones son independientes. Tiene exactamente una 
solucion, es decir, el par ordenado de numeros reales correspondientes al punto de 
interseccion de las rectas. 

(ii) El sistema es consistente, pero las ecuaciones son dependientes. Tiene infinitas solu- 
ciones, esto es, todos los pares de numeros reales correspondientes a los puntos de una 
recta. 

(iii) El sistema es inconsistente. No hay soluciones. 

Para resolver un sistema de ecuaciones lineales, podemos usar ya sea el metodo de 
sustitucion o el metodo de eliminacion. 


EJEMPLO 1_ 

Encuentre las soluciones del sistema 


f 3 jc + 4y = —5 
[2x - y = 4 


Solucion. Resolviendo la segunda ecuacion para y, tenemos que 

y = 2x — 4 


Sustituimos esta expresion en la primera ecuacion y despejamos x 

v 


_/ 
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FIGURA 10 


3jc 4- 4(2x - 4) = -5 
1 Ijc = 11 

x = 1 

Entonces, la primera ecuacion da 

3(1) 4- 4v = -5 
4v = -8 
v = -2 

Asi, la unica solucion del sistema es (1, —2). El sistema es consistente y las ecuaciones son 
independientes. Las graficas de las ecuaciones dadas se muestran en la figura 10. 


EJEMPLO 2_ 

Halle las soluciones del sistema 

[ x 4- 4y = 6 
[3x - 2v = 1 

Solucion. Multiplicando la primera ecuacion por — 3 y sumandole el resultado a la segun- 
da, da el sistema equivalente 

f.v 4- 4v = 6 
{ — 14y = -17 

Resulta de la segunda ecuacion que y = 17/14. Entonces, de la primera ecuacion tenemos 

-v 4- 4(H) = 6 

asi que x = =. La solucion es (t. H). 


EJEMPLO 3 


La inspeccion del sistema 



FIGURA 11 


| 2x - y = 5 
\-10x 4- 5y = -25 

muestraque multiplicar la primera ecuacion por —5 produce la segunda ecuacion. Porcon- 
siguiente, el sistema es equivalente al de dos ecuaciones identicas. 

12x - y = 5 y 

[2x — y = 5 

El sistema dado es consistente, pero las ecuaciones son dependientes. Si denotamos x por a 
sus soluciones pueden escribirse como el par ordenado 

(a. 2 a — 5) 

donde a es un numero real. Por cada eleccion de a, obtenemos una solucion del sistema 
dado. Porejemplo, para a = 0, a = £, y a = 1, obtenemos las soluciones (0, —5), (1, — 4), y 
(1, -3), respectivamente. (Vease figura 11). 


www.elsolucionario.net 




SlSTEMA DE ECUACIONES EINECUACIONES 


415 


EJEMPLO 4 

El sistema 


\x ~y = 0 
\x-y = 3 

es inconsistente. Note que si restamos las ecuaciones, obtenemos la ecuacion 0 = 3, lacual 
nunca es verdadera. Asf, el sistema no tiene soluciones. (Vease/igura 12). 


EJEMPLO 5_ 

Una fuerza de minima magnitud P se le aplica a un bloque de 300 libras que esta sobre un 
piano inclinado para impedir que se resbale hacia abajo (vease figura 13). Si el coeficiente 
de rozamiento entre el bloque y la superficie es de 0.4 entonces la magnitud de la fuerza de 
rozamiento es 0.4 N, donde N es la magnitud de la fuerza normal ejercida sobre el bloque 
porel piano. Puesto que el sistema esta en equilibrio, los componentes horizontal y vertical 
de las fuerzas deben ser cero: 



f P cos 30° 4- 0.4/V cos 30° - N cos 60° = 0 
[P sen 30° + 0.4/V sen 30° + N sen60° - 300 = 0 

Resuelva este sistema para P y N. 

Solucion. Usando sen 30° = cos 60° = \ y sen 60° = cos 30° = V3/2, simplificamosel 
sistema anterior a 

f V3 P + (0.4V3 - 1 )/V = 0 
1 P + (0,4 + V3 )N = 600 



Multiplicando la segunda ecuacion por\/3 y restando, obtenemos el sistema equivalente 


|V3 P + (0.4V3 - \)N = 0 
{ 4 N = 600V3 

La segunda ecuacion del ultimo sistema da N = 600V3/4 ~ 259.81 lb. 

La primera ecuacion, entonces, produce P = (1 — 0.4 V3)600/4 ~ 46.08 lb. 


SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES CON TRES VARIABLES 

Una ecuacion lineal con tres variables 

ax + by + cz + d = 0 

donde a, b y c no son todos cero, determina un piano en el espacio tridimensional. La 
solucion de un sistema de tres ecuaciones con tres variables 

a\X + b t y + C\Z = d\ 

■ a 2 x + bxV + c 2 z = d 2 (4) 

a 2 x + byy + r^z = d 2 

es una tripla ordenada de la forma {x, y, z ) que satisface cada ecuacion del sistema. La 
interseccion de los tres pianos descrita por el sistema (4) puede ser 


/ 
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(i) un solo punto, 

(ii) infinitos puntos, o 

(iii) ningun punto 


Al.GF.BRA YTRIGONOMETRIA 


Como antes, a cada uno de estos casos le aplicamos los terminos (i) consistente e indepen- 
diente, (ii) consistente y dependiente y (iii) inconsistente, respectivamente. Cada uno se 
ilustra en la figura 14. 

METODO DE SOLUCION 

Porel metodode eliminacion es posible reducirel sistema (4) de tres ecuaciones lineales con 
tres variables a un sistema equivalente en forma triangular, 

ci'i.v + b\y + c\z = d\ i 
< b W + CiC = (12 

c\: = d\ 



Punto dc 
intcrscccion 


(a) Consistente c 
independiente 



(d) Inconsistente 


FIGURA 14 




Recta dc 
intcrscccion 


(b) Consistente y 
dependiente 


(c) Consistente y 
dependiente 



(c) Inconsistente 


(f) Inconsistente 


del cual puede obtenerse una solucion (si existe) por sustitucion hacia atras. El siguiente 
ejemplo ilustra el procedimiento. 


EJEMPLO 6 _ 

Encuentre las soluciones del sistema 

x + 2y + z = — 6 
■ 4x - 2y — z = -4 
2x - y + 3z = 19 
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Solucion. Multiplicando la primera ecuacion por —4, sumdndoleel resultado a la segunda, 
multiplicando la primera ecuacion por - 2 y sumandoleel resultado a la tercera, se elimina x 
de estas dos ecuaciones: 

x + 2y + z = —6 
- — lOy — 5z = 20 

-5y + z = 31 (5) 

Si la segunda ecuacion en (5) se multiplica por — 3 y se le suma a la tercera ecuacion, 
eliminamos y de la tercera ecuacion y se obtiene un sistema equivalente en forma triangular: 

x 4- 2y + z = - 6 

• - lOy - 5z = 20 ( 6 ) 

\z = 21 

Pero al multiplicar la segunda fila por --n> y la tercera fila por ■§, llegamos a otra forma 
triangular que es equivalente al sistema original: 

x + 2 _v + z = -6 
< v + |z = —2 

z = 6 

Deesteultimosistema.es inmediatamente obvioquez = 6 . Usandoeste valor y sustituyen- 
do hacia atras en la segunda ecuacion, resulta 

y = -iz ~ 2 = -i(6) - 2 = -5 

Finalmente, sustituyendo y = — 5 y z = 6 en la primera ecuacion, obtenemos: 

x — —2y — z — 6 = — 2 (—5) — 6 — 6 = -2 
Por consiguiente. la solucion del sistema es ( — 2, —5, 6 ). 


EJEMPLO 7_ 

Halle las soluciones del sistema 

x + y + z = 2 

- 5x-2y + 2z = 0 (7) 

8.r + y + 5z — 6 

Solucion. Usando la primera ecuacion para eliminar la variable r de la segunda y tercera 
ecuaciones, obtenemos el sistema equivalente 

x + y + z = 2 
• —7y — 3z = —10 

— 7y - 3z = -10 

Este sistema, a su vez, es equivalente al sistema de forma triangular: 

x + y + z = 2 

< ly+3z= 10 (8) 

Oz = 0 
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En este sistema no podemos determinar valores unicos para x, y y z. Cuando mas, podemos 
despejar dos variables en terminos de la variable que queda. Por ejemplo, de la segunda 
ecuacion en (8), obtenemos y en t6rminos de z: 

V — 7^ ' 7 

Entonces, despejando x de la primera ecuacion, obtenemos 

x = — v — z + 2 
= -(-?z+ ¥)-z + 2 
= fz + I 

Asf, en las soluciones para y y j: podemos escoger z arbitrariamente; si denotamos z con el 
sfmbolo a, donde a es un numero real, entonces las soluciones del sistema son todas temas 
ordenadas de la forma (-?<* + 7, -'la + t ! , a). Enfatizamos que para cada numero real 
a, obtenemos una solucion de (7). Por ejemplo, al escoger que a sea, digamos, 0, 1 y 2, 
obtenemos las soluciones (7 , t, 0), (0, I, 1) y (-7, 7, 2), respectivamente. En otras 
palabras, el sistema es consistente y tiene infinitas soluciones. 


En el ejemplo 7 no hay nada especial para resolver (8) para x y y en tdrminos de z. Por 
ejemplo, al resolver (8) despejando x y z en terminos dey, obtenemos la solucion (i(3 — 3, 
/3, — n/3 + if), donde f3 es cualquier numero real. Notese que, al colocar [3 igual a Jf, 1 
y 7, obtenemos las mismas soluciones del ejemplo 7 correspondientes, a su vez, a a = 0, 
a = 1, y a = 2. 


EJEMPLO 8 

El sistema 


es equivalente a 


lx - 

y 

- 

z 

= 0 

2x + 

3y 



= 1 

8jt 


- 

3 z 

= 4 

2.v - 

y 

- 

z : 

= 0 


4y 

+ 

z : 

= 1 


4v 

+ 

z : 

= 4 


el que, a su vez, es equivalente al sistema en forma triangular: 


2r — v — z = 0 
< 4_v + z = 1 

Oz = 3 

Puesto que Oz = 0 para cualquier numero z, la ultima ecuacion nunca se satisface. Asf, el 
sistema es inconsistente y no tiene soluciones. 


EJEMPLO 9_ 

Una concesion del gobiemo de US$ 1,360,000 se dividio entre 100 cientificos de tres grupos 
de investigacion A, B, C. Cada cientffico del grupo de investigacion A recibio US$20,000, 
cada cientffico de B recibio US$8,000 y cada cientffico de C recibio US$10,000. El grupo 
de investigacion A recibio cinco veces los fondos del grupo de investigacion B. ^Cuantos 
cientificos pertenecen a cada grupo? 


www.elsolucionario.net 



SlSTEMA DEECUACIONES EINECUACIONES 


Solucion. Sea 

* = el numero de cientlficos del grupo A 
y = el numero de cientlficos del grupo B 
z = el numero de cientlficos del grupo C 

entonces 

20,000* = la cantidad de dinero recibido por el grupo A. 

8,000y — la cantidad de dinero recibido por el grupo B. 

10,000z = la cantidad de dinero recibido por el grupo C. 

Ademas, si el grupo de investigacion A recibe cinco veces los fondos que recibio el grupo B, 
entonces tenemos que 


20,000* = 5(8,000y), 

As! tenemos el sistema de ecuaciones lineales con tres incognitas 

* + y + z = 100 

• 20,000* + 8,000y + 10,000z = 1,360,000 
20,000* - 40,000y = 0 

o 

* 4- y + i - 100 
• 10* + 4y + 5z = 680 

* - 2y =0 

Resolviendo este ultimo sistema por los metodos usadosenesta seccion, obtenemos* — 40, 
y = 20, y z = 40. 


SISTEMAS H0M0GENE0S 

Se dice que un sistema de la forma 

ra,x + b x y = 0 (9) 

\a 2 x + b-2y = 0 

0 «!* + b\y + C]Z = 0 

■ a 2 x + b^ + c 2 z - 0 ( 10 ) 

a^x + b 3 y + c 3 z = 0 

es homogeneo. Los sistemas lineales homogeneos (9) y (10) siempre tienen las soluciones 
triviales (0, 0) y (0, 0, 0), respectivamente. Por consiguiente, estos sistemas son siempre 
consistentes. Ademas de la solucion trivial, sin embargo, pueden existir infinitas soluciones 
no triviales. 


EJEMPLO 10_ 

Los mismos pasos usados para resolver el sistema del ejemplo 7 pueden usarse para resolver 
el sistema homogeneo relacionado 
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x + y + r = 0 
- 1 5* - 2y 4- 2z = 0 
Sx + y + 5z = 0. 

En este caso, encontramos 

x + y + z = 0 
• 7v + 3z = 0 
Oz = 0. 

A1 escoger z = a, donde a es un numero real, tenemos que x — —fa y y = —fa. Por 
consiguiente, las soluciones del sistema constan de todas las triplas ordenadas de la forma 
(-fa, -fa, a). Notesequeparaa = 0, obtenemos lasoluciontrivial (0,0,0)peroparaa = 
— 7, obtenemos la solucion no trivial (4, 3, —7). 

El analisis de esta seccion es tambien aplicable a los sistemas de n ecuaciones lineales con n 
variables para n > 3. 


EJERCICIO 8.2 


En los problemas 1 al 26, halle las soluciones del sistema dado. 
Diga si el sistema es consistente, con ecuaciones dependientes, 
independientes o si es inconsistente. 


x + y + z = 4 
lx - V + 2z = 11 
4x + 3y — 6z = -18 


1. [lx + y = 2 
L3jc - 2y = -4 
3. f 4 a - y + 1 = 0 
1 .v + 3v + 9 = 0 
5. 1 x — 2y = 6 
1 -0.5a + v = 1 
7. | a — v = 2 
La + y = 1 

9. f -x - 2y + 4 = 0 
15a + lOy - 20 = 0 
11. f a + y - z = 0 
5 a — y + z = 2 
L2 a + y — 4z = -8 
13. T2 a + 6y + z = —2 
j 3 a + 4y - z = 2 
[5 a — 2y - 2z = 0 

15. \2x + v + z = 1 
\ x- y + 2z = 5 
L3 a + 4y - z = -2 
17. f a - 5y + z = 0 
l 10a + y + 3z = 0 
t 4 a + 2y - 5z = 0 
19. f a — 3y = 22 
• y + 6z = —3 
Ja + 2z = 3 

21. f -a + 3y + 2z = 2 
1 ix - iy ~ z = - 
1-4* + y + §z = I 


2. f 2a - 2y = 1 
[3a + 5y = 11 
4. | a - 4y + 1 = 0 
L3 a + 2y - 1 = 0 
6. f 6a — 4v = 9 
L-3a + 2y = -4.5 
8. f 2a + y = 4 
l2v + y = 0 
10. f 7 a - 3y — 14 = 0 

L A + V — 1 = 0 

12. La + y + z = 8 
j a - 2y + z = 4 
La + y - z = -4 
14. f a + 7y - 4z = 1 
j 2 a+ 3y+ z = -3 
[-a - 18y + 13z = 2 
16. f a + y - 5z = — 1 
| 4a — y + 3z = 1 
[_5a - 5y + 21z = 5 
18. f—5 a + y + z = 0 
•i 4 a — y = 0 

L 2A-y + 2z = 0 
20. L 2a - z = 12 
j a + y = 7 
L5 a + 4z = -9 
22. f a + 6v + z = 9 
f 3 a + y - 2z = 7 
L~6 a + 3y + 7z = — 2 


a + y — z = 0 24. 

2a + 2y - 2z = 1 
5a + 5y — 5z = 2 
2a— y + 3z— w = 8 
a+ y — z+ w = 3 
a - y + 5z — 3w = — 1 
6a + 2y + z — w = —2 
a — 2 y + z — 3 h’ = 0 
8a - 8y — z - 5vv = 16 
—a — y + 3 w = —6 

4a — 7y + 3z — lOw = 2 


En los problemas 27 al 30 resuelva el sistema dado. 


A y 6 

4 3 

- + - = 3 

<* y 

Sugerencia: primero resuelva para 


-+ 

a y 

2 1 

— +- 

a y 

3 1 

- + - + 
(a y 


29. f 3 logio a + logio y = 2 30. [ cos a - seny = 1 

L5 logio a + 2 log 10 y = 1 L2 cos a + sen y = -1 

31. Un aeroplano vuela a 3,300 millas de Hawai a California en 
5.5 horas con el viento en favor. De California a Hawai, en 
contra de un viento de la misma velocidad, el viaje le toma 6 
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horas. Determine la velocidad del aeroplano y la velocidad del 
viento. 

32. Una persona tiene veinte monedas, de diez y de veinticinco 
centavos, las cuales totalizan US$4.25. Determine cuantas 
monedas de cada denomination tiene la persona. 

33. Un tanque de 100 galones esta lleno de agua en la cual se han 
disuelto 50 libras de sal. Un segundo tanque contiene 200 
galones de agua con 75 libras de sal. ^Cuanto deberi'a sacarse y 
mezclarse de cada tanque para hacer una solution de 90 galo¬ 
nes con s de libra de sal por galon? 

34. Si cambiamos la direction de la fuerza de rozamiento de la 
figura 13 del ejemplo 5, entonces el sistema de ecuaciones 
llega a ser 

| P cos 30° - 0.4W cos 30° - N cos 60° = 0 
|/>sen 30° - 0.477 sen 30° + JVsen 60° - 300 = 0 

En este caso, P representa la magnitud de la fuerza quc es 
justamente suficiente para mantener el bloque sobre el piano. 
Encuentre P y N. 

35. Las magnitudes 7", y 73 de las tensiones de los dos cables mos- 
trados en la figura 15 satisfacen 

f r, cos 25° - T 2 cos 15° = 0 
[r, sen 25° + T 2 sen 15° - 200 = 0 
Encuentre T\ y T 2 . 



FIGURA 16 


1 ohmios 3 ohmios 2 ohmios 




FIGURA 15 


36. La suma de tres numeros es 20. La diferencia de los primeros 
dos es 5 y el tercero es 4 veces la suma de los dos. Encuentre 
los numeros. 

37. Tres bombas P { , P 2 , y P 3 , trabajando juntas, pueden llenar 
un tanque en 2 horas. Las bombas P, y P 2 pueden llenar el 
mismo tanque en 3 horas, mientras las bombas P 2 y P 3 pueden 
llenarlo en 4 horas. Determine cuanto gastarfa cada bomba 
trabajando sola para llenar el tanque. 

38. La parabola v = ax 2 + bx + c pasa a traves de los puntos 
(1, 10), (-1, 12), y (2, 18). Halle a, b, y c. 

39. Halle, el area del triangulo rectangulo mostrado en la figu¬ 
ra 16. 

40. De acuerdo con la ley de voltajes de Kirchoff, las corrientes ij, 
i *2 e i 3 del circuito en paralelo mostrado en la figura 17 satisfa¬ 
cen las ecuaciones 


41. El contador de una grabadora registra el numero de revolu- 
ciones del carrete que enrolla. Para hacer que la cirrta man- 
tenga en movimiento las cabezas de grabacion de manera 
uniforme, el carrete que enrolla debe girar mas rapidamente al 
principio y luego mas lentamente. Puede demostrarse que la re¬ 
lation entrc el tiempo t al que la cinta ha estado grabando 
(empezando en t = 0), y cl numero del contador x (empezando 
en x = 0) esta dada por una funcion cuadratica de la forma 

t(x) = ax 1 + bx 

(a) Suponga que una cinta tiene un total de grabacion de 45 
minutos. Halle las constantes a y b si la cinta produce 400 
revoluciones en 25 minutos y 600 revoluciones en 45 mi¬ 
nutos. 

(b) Suponga que una cinta en la parte (a) se devuelve comple- 
tamente y luego se adelanta hasta que pase el material 
previamente grabado a la position 550 del contador. 
^Cuantos minutos de grabacion le quedan? 

42. Los rayos cosmicos son desviados hacia los polos por el 
campo magneticode laTierra, de tal manera que solamente los 
rayos mas energicos pueden penetrar las regiones ecuatoriales 
(vease figura 18). Como resultado, el porcentaje de ionization 
y, por tanto, la conductividad <j de la estratosfera son mayo- 
res cerca de los polos que cerca del ecuador. La conductividad 
puede ser aproximada por la formula 


i’i + 2(f) — i 2 ) + 0i 3 = 6 

■ 3/ 2 + 4(/ 2 - 0) + 2(; 2 - /j) = 0 
2/, + 4(/ 3 - i 2 ) + 0/j = 12 

Resuelva para /j, i 2 , e i 3 


<x= (A + B sen 4 <t>)' n 

donde <£ es la latitud y A y B son constantes que deben esco- 
gerse de tal forma que se ajusten a los datos fisicos. Las medi- 
das del globo hechas en el hemisferio sur indicaron una con- 
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Rayos 



conductividad de aproximadamente 3.8 x I(T 12 siemens/ 
metro a una latitud sur de 35.5° y 5.6 x 1CT 12 siemens/metro 
en 51° latitud sur. ( Un siemen es el recfproco de un ohmio, el 


cual es una unidad de resistencia electrica). Determine las 
constantes A y 6. /Cual es la conductividad a 42° latitud sur? 

43. Cuando Beth se gradu6 en la universidad, habfa completado 
40 cursos, en los cuales recibi6 grados'de A, B y C. Su PPG 
final (puntaje promedio de grado) fue 3.125. Su PPG en s61o 
los cursos en los cuales recibi6 los grados de Ay B fue de 3.8. 
Se supone que los grados A, fly C valen 4 puntos, 3 puntos y 2 
puntos, respectivamente. Determine el numero de grados A, B 
y C que recibio. 

44. Determine condiciones a\, a 2 , , y de modo que el sistema 

(9) tenga solamente la solucion trivial. 

45. Determine un valor de k tal que el sistema 

2* - 3y = 10 
6x — 9y = k 

sea (a) inconsistente y (b) dependiente. 



Fracciones parciales 


En la seccion 1.8 vimos que podemos expresar una suma tal como 


-4 4 

- 1 - 

x + 3 x—2 

20 

como una fraccion - ( 11 ) 

(x + 3)(* - 2) 

usando el mi'nimo comun denominador. En cursos posteriores de matematicas estamos fre- 
cuentemente interesados en el problema in verso: dada una fraccion tal como (11), descom- 
ponerla en fraccionarios individuates o parciales, con denominadores x + 3 y x —2. La 
solucion de este tipo de problemas incluye sistemas de ecuaciones lineales. 

Supongamos que/(x)/g(x) es una expresion racional donde f(x) y g(x) son polinomios tales 
que el grado def(x) es menor que el grado de g (x). Cuando el denominador g (x) se expresa 
como un producto de (cx + d) n y (ax 2 + bx + c) m , con/i = 1, 2 ,.... y m = 1,2,.... donde 
ax 2 + bx + c es irreducible (esto es, no se descompone en factores con coeficientes rea- 
les), la expresion f(x)/g(x) puede descomponerse en una suma de fracciones parciales de la 
forma 


(cx + d) k 


BkX + C k 

y (ax 2 + bx + c) k 
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Consideremos dos casos. 

Caso I. Correspondiendo a cada factor (cx + d) n , n = 1,2,del denominadorg(jt), 
la descomposicion d t f(x)tg(x) contiene las fracciones parciales 

A i A 2 A„ 

-!- + -i-- + ••• + -?- 

cx + d (cx + d) 2 (cx + d) n 

donde el A h i = 1, 2, .... n son numeros reales. 

Como primer ejemplo mostraremos como (11) puede escribirse en fracciones parcia¬ 
les. 

EJEMPLO 1_ 

Encuentre la descomposicion en fracciones parciales de (11). 

Solucion. Puesto que el exponente para cada uno de los factores x + 3 y x — 2 del denomi- 
nador es n = 1,1a descomposicion de (11) contiene las fracciones parciales 

A B 

x +3 y x-2 

donde A y B son constantes. Esto es, 

20 A B 

- —-4-- 

(x + 3)(x — 2) jc + 3 x — 2 

Volviendo a escribir el lado derecho de la ultima ecuacion con el mimmo comun denomina- 
dor (jc + 3) (x —2), obtenemos 

20 _ A(x - 2) + B(x + 3) 

(x + 3)(* - 2) “ (x + 3)(x - 2) 

Puesto que los denominadores de ambos lados de la ecuacion son iguales, los numeradores 
son tambien iguales: 

20 = A(x - 2) + B(x + 3) 
o 20 = (A + B)x - 2A + 3B 

Puesto que la ultima ecuacion es una identidad, los coeficientes de las potencias semejantes 
a x deben ser iguales: 

igual 

O.r + 20 = (A+~B)x + (-2A + 3 B) 
t_^=3-' 

igual 

Estas igualdades Uevan al sistema de ecuaciones lineales con las variables A y B: 

[ A + 6 = 0 
[-2A + 35 = 20 

Solucionando este sistema obtenemos A = — 4y5 = 4 (Verifique esto). Por tanto, 

20 -4 4 

- —-f- - 

(* + 3)(x -2) x + 3 x-2 
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EJEMPLO 2_ 

Halle la descomposicion en fracciones parciales de 

lx 1 - x + 5 
x 3 — 2x 2 + x 

Solucion El denominadorse factoriza como x(x 2 — 2x 4- 1) = x{x — 1 ) 2 . Ahora, puesto 
que el exponente para el factor x es n = 1 y el exponente para el factor (x — 1 ) 2 es n = 2, se 
deduce de la exposicion del caso 1 que la descomposicion de la expresion racional debe 
contener las fracciones parciales 

ABC 

X ' X - 1 ( x - l ) 2 

donde A, B y C son constantes. De 

lx 2 -x + 5 _ A^ B C 

x(x- l) 2 ~x + x~l (x~ l) 2 

A(x — l) 2 + Bx(x — 1) + Cx 
*(jc-1) 2 

obtenemos 2x 2 - x + 5 = A(x - l) 2 + Bx(x — 1) + Cx , 

o 2x 2 — jc + 5 = (A + B)x 2 + (-2 A - B + C)x + A 

Igualando los coeficientes de potencias semejantes a x en la ultima identidad, resulta 

A + B =2 
■ -2A - B + C = -1 
A =5 

Resol viendo el sistema obtenemos A = 5, B = — 3,yC = 6yasf 

2x 2 - jc + 5 5 —3 6 

x(x - l) 2 x x — 1 (x - l) 2 


Caso II. Correspondiendo a cada factor (ax 2 + bx + c) m , m = 1 , 2, ..., del denomina- 
dor g(x), la descomposicion d ef(x)/g(x) contiene las fracciones parciales 

B lX + C t B 2 x + C 2 + B m x + C m 

ax 1 + bx + c (ax 2 + bx + c ) 2 (ax 2 + bx + c) m 

Donde el B , y C„ i = 1,2. m son numeros reales. 


EJEMPLO 3_ 

Encuentre la descomposicion en fracciones parciales de 

x 3 + lx 2 + 3x - 2 
(x 2 + x + 4) 2 

Solucion . Podemos facilmente verificar de la formula cuadratica que x 2 + x + 4 es irredu¬ 
cible . Con m = 2, se deduce de la exposicion del caso II que la forma de la descomposicion 
en fracciones parciales de la expresion racional dada debe ser 
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x 3 + 7X 2 + 3x - 2 _ Ax A B Cx A D 

(x 2 + x A 4) 2 x 2 + x A 4 (x 2 + x A 4) 2 

Colocando el lado derecho de la ecuacion sobre el mi'nimo comun denominador e igualando 
los numeradores, obtenemos 

x 3 A lx 2 A 3x — 2 = (Ax + B)(x 2 A x A 4) + Cx A D 

o x 3 + 7X 2 + 3x - 2 = Ax 3 + (A + B)x 1 A (4A + B + C)x + 4fl + D 

Esta ultima identidad origina el sistema 

A =1 

A + B =1 
' 4A + B + C = 3 
4B + D = -2 

el cual tiene la solucion A = 1, fi = 6, C = —7, D = —26. Asf, 

r 3 + lx 2 + 3jc — 2 _ x + 6 ~7x - 26 

(x 2 + x + 4) 2 x 2 + x + 4 lx 2 + x + 4) 2 


Si el grado de /(x) es mayor o igual al grado de g(x) en f(x)/g(x), entonces debemos 
llevar a cabo una divisidn antes de usar fracciones parciales. Esto se ilustra en el siguiente 
ejemplo: 

EJEMPLO 4_ 

Halle la descomposicion en fracciones parciales de 

12x 3 

(2x + 1X3X 2 + 1) 

Solucion. Puesto que el grado del numerador es el mismo del denominador, empezamos. 
con una division 

12x 3 bx 2 + 4x + 2 

(2x + 1K3X 2 + 1) _ _ (2x + 1X3X 2 + 1) 

Ahora, puesto que 3X 2 + 1 es irreducible, tenemos 

bx 2 + 4x + 2 A | Bx A C 

(2x A 1X3X 2 + 1) 2x + 1 3x2+1 

De esto obtenemos 

bx 2 + 4x + 2 = AC3X 2 + 1) + (Bx + C)(2x + 1) 

= (3A + 2BJX 2 A (B A 2C)x + A + C 

y 3A + 2B = 6 

B + 2C = 4 
A + C =2 

Resolviendo el sistema A = f, B = ^ ,y C = f. Por tanto, la descomposicidn en fracciones 
parciales es 

12x 3 __f_ Vx + f 

(2x + 1)(3 x 2 +1) 2x + 1 3x2+1 
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EJERCICIO 8.3 


En los problemas 1 al 28, encuentre la descomposicion en frac- 
ciones parciales de la expresion racional dada. 


J 1 

2 

x 3 

19. —r--- 

20 . 

■ a(a + 2) 

-9a + 27 
‘ a 2 - 4a - 5 

2a 2 - A 

' a(4a - 1) 

( -5a + 18 

‘ a 2 + 2a - 63 

1 

(A 2 + 2KA 2 + 1) 

21. ( ^ + 1)2 2 
(A 2 + l) 2 

23. 3 3 *~ 1 

22 . 

24. 

(a + 1)(a + 2)(a + 3) 

O 

1 

5 

i 

a 3 (a - 1)(a + 3) 


5a — 6 

5a 2 - 25a + 28 

A 4 + 3a 

25. , 

26. 

' S * 

1 

u> 

a 2 (a - 7) 

A 2 - 1 

A 3 + A 2 - A + 1 



x 

X 2 - 16 

1 

x 2 (x + 2? 

tx 2 - lx + 11 
( X - 1X^ + 9) 

4a: 2 + 4* — 6 
(2x - 3KX 2 — jc + 1) 


IOjc - 5 
25a 2 - 1 
- 4 a : + 6 
(x - 2)\x - l) 2 

2a: + 10 
2X 3 + x 

2x 2 - x + 7 
(x — 6)(x 2 + x + 5) 


+ 3a 2 + 3x + 1 


r-i 

_ x - 15 _ 

{x 2 + 2x + 5)(x 2 + 6x + 10) 
2a 2 

(a - 2)(x 2 + 4) 2 

A 2 - A 

a(a + 4) 3 

x 2 - 4a + 1 
2a 2 + 5a + 2 
a 6 

A 3 - 2a 2 + A - 2 


En los problemas 29 y 30, encuentre la descomposicion en frac- 
ciones parciales de la expresion dada. 

sen t 1 

29. —5 ---- 30. -t- 2 

seii t + 3 sen t + 2 cos t — cos t 



8.4 


Sistemas de inecuaciones lineales 


SEMIPLANOS 

Una inecuacion lineal con dos variables x y y es una desigualdad que tiene una de las 
formas 

ax + by + c < 0, ax + by + c > 0 ( 12 ) 

ax + by + c ^ 0, ax + by + c ^ 0 (13) 

Una solucion|de una inecuacion lineal con dos variables es un par ordenado de numeros 
reales (a 0 , y 0 ) que satisface la desigualdad cuando a 0 y yo son sustituidos por a y y, respecti- 
vamente. Puesto que las inecuaciones en (12) y (13) tienen infinitas soluciones, la notacion 

{(a, y)|aA + by + c < 0}, {(a, y)|aA + by + c ^ 0} 

y asf sucesivamente, se usa para denotar un conjunto de soluciones. Geometricamente, cada 
uno de estos conjuntos describe un semiplano. Como se muestra en la figura 19,1a grafica 
de la ecuacion lineal ax + by + c - 0, divide el piano Ay en dos regiones, o semipianos. 
Uno de estos semipianos es la grafica del conjunto de soluciones de la inecuacion lineal. Si 
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la desigualdad es estricta, como en (12) dibujamos la grafica de ax + by + c = 0 como una 
recta punteada, puesto que los puntos sobre la recta no estan en el conjunto de soluciones de 
la inecuacion. Vease figura 19(a). Por otra parte, si la desigualdad no es estricta, como en 
(13), el conjunto de soluciones incluye los puntos que satisfacen ax + by + c = 0, y asi 
dibujamos el grafico de la ecuacion como una recta continua. Vease figura 19(b). 




(a) 

FIGURA 19 


(b) 


EJEMPLO 1_ 

Sobre la recta numerica la desigualdad x > I se satisface con todos los numeros a la derecha 
de x = 1, incluido x = I. Sin embargo en el piano cartesiano, el conjunto {(x, y)lx > 1)} 
incluye todos los puntos a la derecha de la recta vertical x = I incluyendo la recta. Este 
semipiano se ilustra en la figura 20. 


EJEMPLO 2- 

Grafique las soluciones de la inecuacion 

2x — 3 y 3: 1 2 (14) 


Solucion. Primero, graficamos la recta. 


V a = 1 



FIGURA 20 


lx — 3y = 12 


(15) 


como se muestra en la figura 21(a). Resolviendo la inecuacion (14) para y obtenemos 


v < §x - 4 


(16) 


Puesto que la coordenada y de cualquier punto (jc, y) en la grafica (14) debe satisfacer (16), 
concluimos que el punto (jc, y) debe estar sobre la recta o debajo de ella (15). V6ase figura 
21(b). 

Altemativamente, el conjunto 

{(jc, y)\2x - 3y - 12 > 0} 

describe un semipiano limitado por la grafica de (15). Asf podemos determinar si la grafica 
de la inecuacion incluye la region sobre la recta o debajo de ella (15), determinando si un 
punto que no est6 en la recta tal como (0,0) satisface la inecuacion original. Sustituyendox 
= 0, y = Oen (14), obtenemos la proposicidn falsa 0 s 12. Esto implicaque la grafica de la 
inecuacion incluye la region del otro lado de la recta 

2x - 3y = 12 


www.elsolucionario.net 







428 


Algebra y trigonometria 


esto es, el lado que no contiene el origen. 



(a) (b) 

FIGURA 21 


En general, dada una inecuacion lineal de las formas (12) 6 (13), podemos hacer la 
grafica de las soluciones procediendo de la siguiente manera: 



EJEMPLO 3 


ky 

■' *V- / + v - 2 = 0 

—i—i—i—> 

FIGURA 22 


Grafique las soluciones de 3x + y — 2 < 0. 

Solucion. En la figura 22 indicamos la grafica de 3x + y — 2 = 0 con una recta punteada, 
puesto que no sera parte del conjunto de soluciones. Entonces, seleccionamos (0, 0) como 
un punto que no esta sobre la recta. Puesto que x — 0, y = 0 satisface la inecuacion original, 
sombreamos la region que contiene el origen. 


SISTEMAS DE INECUACIONES LINEALES 

En la proxima seccion examinaremos algunas aplicaciones que requieran soluciones de un 
sistema de inecuaciones lineales. Una solucion de tal sistema es cualquier par ordenado de 
numeros reales (x 0 , y 0 ) que satisfaga cada inecuacion. En otras palabras, (jc 0 , yo) es una 
solucion de un sistema de inecuaciones lineales cuando es miembro del conjunto de solucio¬ 
nes comunes a todas las inecuaciones. Este conjunto de soluciones comunes es, simplemen- 
te, la intersection de conjuntos solucion de las inecuaciones. 


EJEMPLO 4_ 

Haga la grafica de las soluciones del sistema 




www.elsolucionario.net 






SlSTEMA DE ECUACIONES EINECUACIONES 


429 


Solucidn. Los conjuntos 

{(at, y)\x >1} y {(x, y)|y < 2} 

denotan ]os conjuntos de soluciones para cada inecuacion. EstOs conjuntos se ilustran en la 
figura 23 por las regiones gris y rosada, respectivamente. Las soluciones del sistema dado 
son los pares ordenados en el conjunto 

{(jc, y)\x > 1} D {(*, y)|y ^ 2} = {(x, y)\x > 1 y y =£ 2} 

Este ultimo conjunto es la intersection de regiones gris y rosada mostrada en la figura 23. 





FIGURA 23 


EJEMPLO 5 


Grafique las soluciones del sistema 

| *+ y< 1 

[-r + 2y>4 

Solucidn . La grafica de cada recta se muestra en la figura 24(a). La sustitucion de (0,0) en 
la primera inecuacion da la proposition verdadera 0 =£ |, lo cual implica que la grafica de las 
soluciones de x + y ^ 1, es el semipiano de abajo (e incluyendo) la recta x + y — 1. Esta es 
la region rosada de la figura 24(b). De igual forma, sustituyendo (0,0) en la segunda inecua¬ 
cion obtenemos la proposicion falsa 0 s 4, y asfla grafica de las soluciones de —x + 2y > 4 
es el semipiano de arriba (e incluyendo) la recta —x + 2y = 4. Esta es la region gris de la 
figura 24(b). La grafica de las soluciones del sistema de inecuaciones es, entonces, la inter¬ 
seccion de las graficas de estos dos conjuntos solucion. Esta es la interseccion de las regio¬ 
nes gris y rosada en la figura 24(b). 



A menudo nos interesamos en las soluciones de un sistema de inecuaciones lineales 
sujetas a las restricciones x > 0 y y > 0. Esto significa que la grafica de las soluciones es un 
subconjunto de un conjunto que consiste en el primer cuadrante y los ejes coordenados no 
negativos. Por ejemplo, la inspeccion de la figura 24(b) revela que el sistema de inecuacio¬ 
nes 


x+ y < 1 
\-x + 2y > 4 

sujeto a los requisitos agregados de x s 0, y s 0, no tienen soluciones. 



FIGURA 24 


EJEMPLO 6_ 

La grdfica de las soluciones del sistema de inecuaciones lineales 


-2x+ y ■ 
x + 2y 


es la regidn que se muestra en la figura 25(a). 
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La grafica de las soluciones de 

—2x + vs 2 
- .v + 2 v > 8 
x > 0, v > 0 


es la region que se muestra en la figura 25(b). 




EJERCICIO 8.4 


En los problemas 1 al 10, haga la grafica de las soluciones de las 

26. [ 

a + 2y s -a + 5y + 6 



inecuaciones dadas. 



y > 6 - A 



1 . y s a 

2. y S 2a + 3 

1 

y — 0 



3. a + 3y 2 6 

4. a - y < 4 

27. 1 

a + y s 4 

28. 1 

'2a + 3y > 6 

5. a + 2y < -a + 3y 

6 . 2a + 5y > a — v + 6 

J 

y 2 a 

<j 

a - y2-6 

7. -y >2 (a+3)-5 

8 . a 2 3(a + 1) + v 

| 

y S 2a 


L2a + y s 6 

9. 4y + 5 < -3a + 17 

10. 5a + 2y > 20 

29. 

'-2a + v s 2 

30. 1 

o 

VI 

+ 

1 




a + 3y < 10 


—a + 3v & 0 




a — v s 5 

1 

a + v - 8 & 0 

En los problemas 11 al 30, haga la grafica de las soluciones del 
sistema de inecuaciones lineales dado. 


A > 0, y S 0 


y - 2 s 0 

11. Ja s 3 

U Sy<5 

i3. r.vSA 

12. f - 1 < a s 5 

1 v>3 

14. f y > a 

Enlos problemas 31 y 32, encuentre un sistema de inecuaciones 
lineales que describa la region mostrada en la figura. 

U a 2 

jv > 0 






: — y > 0 
: + y > I 
a + 2y s 4 
-A + 2V a 6 
a > 0 
: — 3v > -9 
:>0, v20 
> < a + 2 
s a s 3 
• > I 

<A + y<l 24. 

A + 2v s —A + V + 4 
-a + v + 3 s 2 a - v — 3 





33. Considere el sobre de longitud a y altura y mostrado en la 
figura 28 y la siguiente regulacion postal, de noviembre de 
1978: 
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FIGURA 28 

Todos los arti'culos de primera clase que pesen una onza o 
menos y todos los arti'culos individuales de tercera clase que 


pesen dos onzas o menos estan sujetos a un precio extra de 
correo cuando la altura sea mayor que 6J pulgadas o el largo 
sea mayor que 1 ll pulgadas, menor que 1.3 veces la altura, 
o mayor que 2.5 veces la altura. 

(a) Usando ryy, interprete la regulacion anterior como un 
sistema de inecuaciones lineales. 

(b) Asumiendo que las especificaciones de peso se satisfacen, 
haga la grafica de la region que describa los tamanos del 
sobre que no estan sujetos a un precio extra de correo. 

(c) ( ',Un sobre de 8 pulgadas de largo y 4 pulgadas de altura 
requiere precio extra? 



Introduction a la programacion lineal 


EL PROBLEMA BASICO 

Una funcion lineal con dos variables es una funcion de la forma 

F(x, y) = ax + by + c donde a, b y c son constantes (17) 

con dominio en un subconjunto del piano cartesiano. El problema basico en la programa¬ 
cion lineal es encontrarel valor maximo (mas grande) o el valor mmirno (mas pequeno) de 
una funcion lineal que esta deftnida en un conjunto determinado por un sistema de inecua¬ 
ciones lineales. Por ejemplo, 


maximice 
sujeta a 


F(x, y) = 5x + lOy 
.r + 2y < 6 
• 3x + y < 9 
.r > 0, y > 0 


es un problema tfpico de programacion lineal. En este contexto, F se llama funcion objeti- 
vo y las inecuaciones lineales se llaman restricciones. Se dice que cualquier par ordenado 
de numeros reales (jt 0 , yo) que satisfaga todas las restricciones es una solution factible del 
problema. El conjunto de soluciones factibles se denotara por S. Se puede demostrar que 
para cualquier par de puntos de la grafica de S, el segmento de recta que los une esta comple- 
tamente en la grafica de S. Cualquier conjunto del piano que tenga esta propiedad se llama 
convexo. La figura 29(a) ilustra un polfgono convexo y la figura 29(b), un poh'gono que no 
es convexo. Los puntos de las esquinas del conjunto convexo S determinados por las restric¬ 
ciones se llaman vertices. 


En todo este analisis nos preocuparemos por la grafica del conjunto S de las soluciones 
factibles del sistema de inecuaciones lineales en las cuales r>0yy£0. Exponemos el 
siguiente teorema sin demostracion. 
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y 


Vertice 



Vertice 


x 

(a) Polfgono convexo 

FIGURA 29 


ky 


0 b ) Polfgono no convexo 



TEOREMA1 - ~ — - - ~ - = 

Sea F(x, y) — ax + by + c definida en un conjunto S. Si la grafica de S es un polfgono 
convexo, entonces F tiene a la vez un valor maximo y uno mfnimo sobre S , y cada uno 
de estos estS localizado en un vdrtice de S. 


EJEMPLQ 1_ 

Encuentre los valores maximo y mfnimo de 


sujeta a 


Fix, y) = 10* + 15y 

* + 2y<6 
- 3* + y ^ 9 
x > 0, y > 0 


SoluciOn Primero hacemos la grafica del conjunto S de soluciones factibles y hallamos 
todos los vertices resolviendo las ecuaciones simultaneas apropiadas. Por ejemplo, el Veni¬ 
ce (¥, f) se obtiene resolviendo el sistema 

x + 2y = 6 
3* + y = 9 



(Vease figura 30). Se deduce del teorema 1 que los valores maximo y mfnimo de F ocurren 
en los vertices. De la labia adjunta, vemos que el valor maximo de la funcion objetivo es 


F(¥, *) = 10(¥) + 15(f) = 51 


El valor mfnimo es F{ 0, 0) = 0. 


VERTICE 

VALOR DE F 

(0, 3) 

45 

(0, 0) 

0 

(3,0) 

30 

(¥,«) 

51 
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EJEMPLO 2_ 

Encuentre los valores maximo y mfnimo de 


sujeta a 


F(x, y) = 6x + y + 1 

x + y ^ 10 
• 1 < x < 5 

2S)i<6 


Solucidn. En la figura 31 se da la grafica de S determinada por las restricciones, y los 
vertices estcin marcados. Como vemos en la tabla adjunta, el valor maximo de F es 

F(5, 5) = 6(5) + 5 + 1 = 36 


El valor mfnimo es 


F{ 1, 2) = 6(1) + 2+1=9 


VERTICE 

VALOR DE F 

0, 6) 

13 

(1, 2) 

9 

(5, 2) 

33 

(5. 5) 

36 

(4, 6) 

31 


X + y = 10 


H 

y = 6 

1 i 



y = 2 " 

b 

A 



r 

(1.2) 

(ur 

1 1 | 


1 1 1 

X 

i i w 

t 1 1 

L. 

! ! r 

¥ - 1 

1 1 ► 

X = 5 

FIGURA 31 

- ^ 

' i 

r 


EJEMPLO 3_- 

Una pequena companfa manufacturera de herramientas tiene dos fraguas F t y F 2 , cada una 
de las cuales, por las necesidades de mantenimiento, puede operar maximo 20 horas por dfa. 
La companfa hace dos tipos de herramientas: Ay B. La herramienta A requiere 1 hora en la 
fragua F, y 3 horas en la fragua F 2 . La herramienta fi requiere 2 horas en la fragua F t y 1 hora 
en la fragua F 2 . La companfa obtiene una utilidad de US$20 por herramienta A y de US$10 
en la herramienta B . Determine el numero de cada tipo de herramienta que la companfa debe 
hacer para maximizar su utilidad diaria. 

Solucion. Sea x = el numero de herramientas A que se producen cada dfa y y = el numero 
de herramientas B producidas cada dfa. La funcidn objetivo es la utilidad diaria 

P(x, y) = 20* + lOy 

El numero total de horas por dfa que ambas herramientas requieren en la fragua F, debe 
satisfacer 


1 • x + 2 • y s 20 
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De forma similar, el numero total de horas por dfa que ambas herramientas requieren en la 
fragua F 2 debe satisfacer 

3 • x + 1 • y < 20 


Asi necesitamos 


maximizar 
sujeta a 


P(x, y) = 20x + 10y 
x + 2y < 20 
- 3x+ y < 20 
.x > 0, y > 0 


La grafica de S determinada por las restricciones se muestra en la figura 32. En la tabla 
vemos que la utilidad maxima diaria es 


P( 4, 8) = 20(4) + 10(8) = 160 


Esto es, cuando la compani'a hace 4 de las herramientas A y 8 de las herramientas B cada dfa, 
su maxima utilidad diaria es de US$160. 



VERTICE 

VALOR DE P 

(0, 10) 

100 

(0, 0) 

0 

(¥.0) 

133.33 

(4, 8) 

160 


EJEMPLO 4_ 

Durante su tiempo libre, John trabaja adestajo en lacasa, haciendo pares de mitones, bufan- 
das y gorros en forma de cono. Durante el inviemo produce un total de 300 de estos articulos 
por mes. Tiene un pedido fijo mensual en una compani'a grande de las afueras, que ordena 
porcorreo de 50 a 100 pares de mitones, porlomenos 100 bufandasy 70 gorros. Loscostos 
del material usado son de US$0.20 por cada par de mitones, US$0.40 por cada bufanda, y 
US$0.50 por cada gorro. Determine el numero de cada artfculo que deben'a hacerse cada 
mes para minimizar su costo total mensual. 


Solucion. Si x y y denotan el numero de pares de mitones y bufandas, respectivamente, 
suministrados por John a la compani'a de ordenes por correo cada mes, el numero de gorros 
suministrados es, entonces, 300 — x — y. Sus costos totales mensuales son 

C(x, y) = 0.2x + 0.4y + 0.5(300 - x - y) 
o C(x, y) = —0.3x — O.ly + 150 
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Las restricciones son 

x a 0, y s 0 
300 - * - y > 0 
50 < < 100 

y > 100 
300 - * - y > 70 

La ultima inecuacion es equivalente a x + y s 230. La grdfica del conjunto S de soluciones 
factibles determinada por las restricciones y los vertices del conjunto se muestran en la 
figura 33. De la tabla adjunta obtenemos que C (100, 130) = 107 es el minimo. Asf, John 
debe hacer 100 pares de mitones, 130 bufandas y 70 gorros cada mes, para minimizar los 
costos totales. 



VERTICE 

VALOR DE C 

(50, 100) 

125 

(50, 180) 

117 

(100, 130) 

107 

(100, 100) 

110 


FIGURA 33 


Del andlisis precedente, Ud. no debe tener la impresion de que una funcion objetivo 
debe tener tanto un maximo como un minimo. Si la gr&fica de S no es un polfgono convexo, 
entonces la conclusion del teorema 1 puede no ser verdadera. Dependiendo de las restriccio¬ 
nes, podria suceder que una funci6n lineal F tenga un minimo, pero no un mlximo (o 
viceversa). Sin embargo, se puede demostrar que si F tiene un minimo (oun maximo) en S, 
entonces se obtiene en el v6rtice de la region. Tambidn, el maximo (o el minimo) de una 
funcion objetivo puede ocurrir en mas de un vertice. 

EJEMPLO 5_ 

Considere la funcion lineal 

F{x, y) = 5x + 20y 

sujeta a las restricciones 

’ 3x + 4y > 12 
- 2x + y > 4 
x s 0, y > 0 

La inspeccion de la figura 34 muestra que la grafica del conjunto S de las soluciones de las 
restricciones no es un polfgono convexo. Se puede probar que 

F( 4, 0) = 20 
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es rm'nimo. Sin embargo, en este caso, la funcion objetivo no tiene maximo, puesto 
que F(x, y) puede aumentar sin Iimite simplemente aumentando x(x S 4) o aumentando 


VERTICE 

VALOR DE F 

(0, 4) 

80 

(i, ¥) 

52 

(4, 0) 

20 



FIGURA 34 


EJERCICIO 8.5 


En Ios problemas 1 al 12, encucntre los valores maximo y mini- 
mo de la funcion lineal Fdada sobre el conjunto S definido por 
las restricciones. Asumimos que jaOyj'SO. 


1. F(x, y) = 4x + ly 
fxs 3, y 2 1 
ly sx 


2. F(x, y) = 20x - 3 y 
f ys4 
\x+y^3 

U - y £ 0 


3. F(x, y) = 5x + 8y 
f i<2 
j x + y s 3 
I x - v a 0 


5. F{x, y) = 3* + 6y 

( x + 3y 2 6 
2x- y<-2 
3x + 2y < 18 


4. F(x, y) = 3x + 6y 
x a 2, y S 4 
x + 3y 2 6 
2x — y < -2 
Jx + 2y < 18 

6. F(x, y) = 8x + 12y 

! x — 4y S —6 
-3x + y < -4 
2x + 3y < 21 



En los problemas 13 al 16 la funcion objetivo dada F, sujeta a 
las restricciones, tiene un valor minimo. Encuentre este valor. 
Explique por que F no tiene valor maximo. Asuma que xaOy 

y a 0). 


F(x, y) = x + 4y 

8. F(x, y) = x + y 

13. F(x, y) = 6x + 4y 

14. F(x, y) = lOx + 20y 

f x + y a1 


f y s 5 

f 2x — y a 6 

fx > 3, y a 1 

I2x-y> -1 


Lx - y S 3 

L2x + 5y a 10 

ly sx 

f2x + y s 5 



15. F(x, y) = lOx + lOy 

16. F(x, y) = lOx + 5y 

F(x, y) = 3x + 6y 

10. F(x, y) = x - 4y 

| x + 2y a 5 

fx + y a 4 

fx s 4, y :£ 5 


3x + y a 12 

f2x + y a 6 

j x + 2y a 6 

j 2x + y < 10 


3x - 2y S 6 


fx + 4y a 8 

f x + 2y £ 10 


3x + 4y £ 30 




11. F(x, y) = 4x + 2y + 25 
f -x + 2y 2 0 


x + 
-3x + 


y s 10 

y — 5 


12 . 


L3x - 2y a 3 
F(x, y) = 2x + 3y + 6 
fxs8,y<5 
j 3x + 2y a 8 
L-x + 5y < 20 


17. Una compama fabrica radios y tclevisorcs. Tiene US$10 de 
utilidad por cada radio y US$40 por cada televisor. Debido a 
lo limitado de las instalaciones de produccion, el numero total 
de radios y televisores que la compania puede fabricar en un 
mes es a lo sumo de 350. Por la disponibilidad de partes, 
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puede fabricar maximo 300 radios y 100 televisores cada mes. 
Determine cuantos radios y televisores debe producir la com¬ 
pania cada mes para Jlevar al maximo sus utilidades. 

18. Utia mujer desea invertir hasta US$10,000 en dos clases de 
certificados de deposito, Ay B, que producen respectivamente 
6.5% y 7.5%, anualmente. Quiere invertir en fl, a lo sumo, el 
triple del dinero invertido en A. Encucntre el producto anual 
maximo si no se puede invertir mas de US$6,000 en B y no 
mas de US$5,000 en A. 

19. A un paciente se le informa que su dosis diaria de vitaminas 
debe ser de por lo menos 6 unidades de A , 4 unidades de B y 18 
unidadcs de C, pcro no mas de 12 unidades de A, 8 unidades de 
By 56 unidades de C. Encuentra que una droguerfa vende dos 
marcas, X y Y de vitaminas multiples que contienen las vitami¬ 
nas necesarias. Una capsula de la marca x contiene 1 unidad de 
A, 1 unidad de B, y 7 unidades de C, y cuesta 5 centavos. Una 
capsula de la marca V contiene 3 unidades de A, 1 unidad deB, 
y 2 unidades de C y cuesta 6 centavos. t Cuantas capsulas de 
cada marca debe tomar cada di'a para minimizar su costo? 

20. Una compania de seguros usa dos computadores, uno IBC 490 
y uno CDM 500. Cada h'ora el IBC puede procesar 8 unidades 
(1 unidad = 100) de titulos medicos, 1 unidad de titulos de 
seguro de vida y 2 unidades de titulos de seguros de autos. 
Cada hora el CDM puede procesar 2 unidades de titulos medi¬ 
cos, 1 unidad de tftulos de seguro de vida y 7 unidades de 
titulos de seguros de autos. La compania encuentra necesario 
procesar por lo menos 16 unidades de titulos medicos, 5 uni¬ 
dades de tftulos de seguros de vida, y 20 unidades de seguros 
de autos por dia. Si le cuesta a la compania US$100 la hora 
hacer funcionar la IBC y US$ 200 la hora hacer funcionar la 
CDM, ^cuantas horas maximo debe funcionar cada computa- 
dor diariamente para conservar el costo de la compania al mi- 
nimo?, ^cual es el costo minimo?, ^hay un costo maximo por 
dia? 

21. El deposito de Kerry tiene un surtido de 1,300 pares de “jeans” 
disenados y 1,700 pares de marca generica, los cuales van a 
ser enviados a dos almacenes: un sitio de gran escala y un 
almacen de descuentos. El deposito recibe una utilidad de 
US$14.25 por cada par de “jeans” disenados y US$12.50 por 
cada par con la marca generica de “jeans” en el sitio de gran 
escala. La utilidad que le corresponde al almacen de descuen¬ 
tos es de US$4.80 y de $3.40 por par. El sitio de gran escala, 
sin embargo, puede llevar a lo sumo 1,800 pares de “jeans”, 
mientras el almacen de descuentos tiene cabida para un maxi¬ 
mo de 2,500 pares. Encuentre el numero de pares tanto de 
“jeans” disenados, como de marca generica que el dcpdsito 


debe enviar a cada almacen para maximizar su utilidad total. 
^CuSI es la ganancia maxima? 

22, La compania de Joan fabrica tres clases de autos: A, By C. De 
alii sale un total de 100unidades cada ano. El numero de autos 
B fabricados no debe ser tres veces mayor que el de autos A, 
pero su produccion anual combinadadebe ser por lo menos de 
20. El numero de autos C que pucden hacerse cada ano debe 
ser por lo menos de 32. La fabrication de cada auto A cuesta 
US$9,000. Los autos B y C cuestan US$6,000 y US$8,000, 
respectivamente. ^Cuantos autos de cada clase deben fabricar- 
se para minimizar el costo de la produccion anual?, ^cual es el 
costo minimo? 

23. Los alces que viven en un parque nacional de Michigan comen 
a la vez plantas acuaticas, que son altas en sodio, pero bajas 
en energfa (contienen una gran cantidad de agua) y plantas 
terrestres, las cuales son altas en contenido de energfa, pero 
esencialmente no contienen sodio. Los experimentos han de- 
mostrado que un alee puede obtener cerca de 0.8 mj (megaju- 
lios) de energia de I kg de plantas acuaticas y cerca de 3.2 mj 
de energia de I kg de plantas terrestres. Se estima que un alee 
adulto necesita comer por lo menos 17 kg de plantas acuaticas 
diariamente para satisfacer sus necesidades de sodio. Se ha 
estimado tambien que el primer estomago del alee es incapaz 
de digerir mas de 33 kg de alimento diariamente. Encuentre la 
dosis diaria tanto de plantas acuaticas como de terrestres que 
contcndran el maximo de energia para la ingestion del alee, 
sujeta al requerimiento de sodio y a la capacidad del primer 
estomago. 
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31. f x + y s 5 
j x+y >1 
[-X + y s 7 


32. 


’l<Jt<4 
2<ys6 
;t + y S 5 
+ y S 9 


33. Encuentre los valores maximo y mi'nimo de 
F(x, y) = lOOx - 40y 

sabicndo que 

~x + 3y s 5 
x + y — ~i 
lx- ys=7 
X ^ 0, 1 Sy < 3 


34. La funcion F(x, y) = 20x + 50y, sujeta a las restricciones 


En los problemas 25 al 28, encuentre la descomposicion en frac- 
ciones parciales de la expresion racional dada. 


25. - 

rV + 5) 

4jc 

27 _—:_ 

(x 1 + IXx 2 + 2x + 3) 


26. 


28. 


x 5 - x 4 + 2x 3 + 5x - 1 
(x - l) 2 

(x 2 + 4) 2 


En los problemas 29 al 32, haga la grafica del conjunto solucion 
del sistema de inecuaciones dado. 


29. [y-xsO 
s y + x < 0 

L ^-l 


30. f x + y s 4 
\ lx - 3y > -6 
[lx - ly s 12 


4x + 5y > 20 
• 3x + y S 10 
x > 0, y > 0 

tiene un valor mi'nimo. ^Cual es? Explique por que la funcion 
no tiene un valor maximo. 

35. En cierta granja pequena, el cultivar un acre de maiz requiere 6 
horas de trabajo y US$36 de capital, mientras que cultivar un 
acre de avena requiere 2 horas de trabajo y US$18 de capital. 
Suponga que el granjero tiene 12 acres de tierra, 48 horas de 
trabajo, y US$360 de capital disponible. Si el ingreso por el 
maiz es de US$40 por acre y el de la avena de US$20 por acre, 
(.cuantos acres de cada uno debe el granjero cultivar para ma- 
ximizar el ingreso total (incluido el capital no usado)? 
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Introduccion a las matrices 


El m£todo de solucion, y la solucion misma, de un sistema de ecuaciones lineales no depen- 
de de ninguna manera de los sfrnbolos que se usen como variables. En el ejemplo 6 de la 
seccion 8.2, vimos que la solucion del sistema 

x + 2y + z = —6 

• 4x - 2y - z = —4 (1) 

2x — y + 3z = 19 


es (—2, —5, 6). Esta misma tema ordenada es tambien una solucion de 


u + 2v 4- »v = — 6 
i 4u — 2v — w = —4 
2 u- v + 3w = 19 


r + 2s + t = —6 
4r — 2s — t = —4 
2r — s+3t=l9 


La solucidn de un sistema de ecuaciones lineales depende solamente de los numeros que 
aparecen en el sistema. Veremos que podremos resolver (1) por operaciones apropiadas en 
el arreglo de numeros 


12 1-6 
4 -2 -1 -4 

2-1 3 19 


(2) 



Antes de examinar esta idea, necesitamos desarrollar un sistema matematicocuyos elemen- 
tos sean arreglos de numeros. Un arreglo rectangular como (2) se llama matriz. 


DEFINICION 1 .... ... 

Una matriz A es un arreglo rectangular de numeros: 


a n 

a 12 ■' ' 

&ln 

ai\ 

022 

* a 2n 

a m\ 

Om2 

®mn 


Si hay m filas y n columns, decimos que el orden de la matriz es m X n, y nos 
referimos a ella como “matriz m x n” o, simplemente, como matriz rectangular. Una 
matriz n x n se llama matriz cuadrada y se dice que tiene un orden n. La entrada, o 


"A 
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elemento, en la t-esima fila y en lay-esima columna de una matriz A de orden m ~x n se 
denota como o,y. Asf, la entrada en, digamos, la tercera fila y la cuarta columna es a 34 . 

EJEMPLO 1 _ 

(a) El orden de la matriz 


es 2 x 3 . 

(b) El orden de la matriz 


1 2 3 
4 5 6 


-1 

0 

i 

es 3 x 1. 


(c) La matriz 2x2 

V2 0 

— 3 TT 

es una matriz cuadrada de segundo orden. 


NOTACION MATRICIAL 

Para ahorrar tiempo y espacio al escribir, es conveniente usar una notacion especial para una 
matriz general. Una matriz A de orden m x n se abrevia frecuentemente como A = (a^ m x 


EJEMPLO 2_ 

Determine la matriz 

A = (a,y) 3 x2 si aij=i + j 


para cada i y cada y. 

Solucion Para obtener la entrada en la primera fila y la primera columna, tenemos que i = 1 
y j = 1 ; eso es an = 1 + 1 = 2. El resto de las entradas se obtienen de manera similar: 



1 + 1 

1 + 2 


2 

3 

A = 

2 + 1 

2 + 2 

= 

3 

4 


3 + 1 

3 + 2 


4 

5 


Se dice que las entradas a u , a 2 2 , ..., en una matriz cuadrada estan sobre su diagonal 
principal. Por ejemplo, las' diagonales principales de las matrices 


A = 


(2) 4 6 

5 © 0 
-2 7 (§) 


y 



-5 

G) 
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se muestran aquf en circulos. 

IGUALDAD 

Dos matrices son iguales si tienen el mismo orden y si sus correspondientes entradas son 
iguales. 

DEFINICION 2 _^ 

Si A = (a,j) my „yB = (b tJ ) m x „ entonces A = B si y solamente si a,y = b,j para cada i y cada). 


EJEMPLO 3_ 

De la definicidn 2, tenemos 


pero 


1 

0 


1 

2 


— 7T 


2 

V2 

"l 

4 


-3 
4 + 1 


2 

0 


m o.5 

0 (- 1)77 

1 2 3' 

1 0 4 


V4 

V2 


-3 

5 


puesto que las correspondientes entradas en la tercera fila no son iguales. Tambi6n, 


11111 
1 U [i 1 1 


puesto que las matrices no tienen el mismo orden. 


EJEMPLO 4_ 

Halle los valores de x y y si 


'-1 

2 


2 y + 1 

2 

x 3 

0 


8 

0 


Solucidn. De i a definicion 2, igualamos las entradas correspondientes. Se deduce que 

— 1 = 2y + 1 y jc 3 = 8 

Resolviendo estas ecuaciones, obtenemos y=—ly;c = 2. 
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EJERCICIO 9.1 


En los problemas 1 al 10, establezca cl orden de la matrix dada. 


1. 


3. 


I 2 

0 -1 
.3 4 

4 O' 
-1 2 
3 6. 


5. [ 8 ] 



5" 

0 

2 


9- (fly) 5X7 



4. 


2 8 6 0 
3 17 5 

-I 4 0 1. 
6. [0 5 -7] 


8 . 


'15 6 8' 

0 4 3 -1. 


10. K) 6 * 


En los problemas 11 al 16, suponga que una matrix 4 = (ay )3 x 4 
sc define como 


17. 

a u = i~j 

18. a u = ij 

19. 

= if 

20 . a,y = 2 i + 3 j 

21 . 

a,j = Ai/j 

22 . aij = i J 


En los problemas 

23 al 26, 

determine si las matrices dadas son 

iguales. 




23. 

n-4i 3 2 1 j 
L 2 V 2 J’ l 

4 9 I 

2 I. 4 J 


24. 

[0 

0]; [0 0 

01 


25. 

0 

|4-5| 1 


1 1 ol 

i 

-4 1 

s|L 3.5 

-4 ¥ J 

26. 

"1 

l2 

oi n 2 
3JI0 3. 

1 



A = 


-12 7 

0 -3 i 

i 5 11 


10 

-9 

27 


Encuentre el numero indicado. 


11. a ]3 

13. a 24 

15. 2a, 1 + 5o 31 


12 . 0)2 

14. o 33 

16. 023 — 4o 33 


En ios problemas 17 al 22, determine la matrix (a,y) 22 X j que 
satisfaga la condicion dada. 


En los problemas 27 al 32, halle los valores de las incognitas. 


27. 


28. 


29. 


30. 

31. 

32. 


'1 2 Ol = r-z 2 01 

x -y 3j L 3 4 3 J 
'x + y 2]J6 2~\ 
x-y 3j L4 3j 
' w + 1 10 + xl'T 2 2x + 11 

3y — 2 x - 4 J L>" ~ 5 4z J 

'1 xljy yl 
.y tx] ly -xj 
fo 41 ro 41 

x y ] l 4 9j 

V “ 9x Jtl [10 x 1 

. 1 OJ L1 ? ~ U 



2 

“ Algebra de matrices 

En algebra comun, damos por sentado el hecho de que cualquier par de numeros reales 
pueden sumarse, restarse y multiplicarse. En algebra de matrices, sin embargo, dos matri¬ 
ces pueden sumarse, restarse y multiplicarse solamente en ciertas condiciones. 

ADICiON DE MATRICES 

Solamente las matrices que tienen el mismo orden pueden sumarse. Si A y B son ambas 
matrices mXnsusuma es la matriz m X n formadaal sumarlascorrespondientes entradas 
en cada matriz. 
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DEFINICION 3 --- — 

Si A ~ (a,j) m x „ y B =(b lj ) mx „, entonces su suma es 

A + B ~ (a jj + bij) lnX „ 


EJEMPLO 1 


Para 


A = 


1 2 0 
7 3-4 


su suma es 


A + B = 


B = 


3 1 3 
-5 0 6 


'l + 3 

2+ 1 

0 + 3 


4 3 3' 

.7 +(-5) 

3 + 0 

-4 + 6 


2 3 2 


Se deduce directamente de las propiedades de los numeros reales y de la defincion 3, 
que la operacion de adicion en el conjunto de matrices m x n satisface las siguientes propie¬ 
dades: 


Ley asociativa A + (B + C) = (A + B) + C 
Ley conmutativa A + B = B + A 


ELEMENTO NEUTRO 

La matriztero m x n denotada por O, es la matriz m x n con cada entrada igual a cero. 
Puesto que A + 0 = A = 0+ A para cada matriz A m x n la matriz cero es el elemento 
neutro para el conjunto de las matrices m X n. Por ejemplo, 


'l 2 


o 

o 


1 2 


o ol 


1 2 

3 4 

+ 

0 0 

= 

3 4 

- 

0 0 

+ 

3 4 

5 6 j 


0 0 


5 6 


0 0 


5 6 


PR0DUCT0 ESCALAR 

Definimos el producto escalar de una matriz y un numero real como la matriz con cada 
entrada igual al producto del numero real y la entrada correspondiente en la matriz dada. 


DEFINICION 4 - _ - : 

Si A = (a,j ) m xn y k es cualquier numero real, entonces el producto escalar de A y k es 

kA = ( kaij) mXn 


EJEMPLO 2 

Para 


k = 3 y 
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se deduce de la definicion 4 que 



2 


‘3(D 

3(2)' 


'3 6 

4 


3(3) 

3(4) 


9 12 


EJEMPLO 3 


Si 



1 0 

2 


~1 

2 -ll 

A = 

-3 4 

5_ 

y B = 

4 

m ' 

o 


encuentre (— 1)A + 2B y (— 1)A + A. 


Solucion Aplicando la definicion 4, tenemos 


1 

-1 0 -2 

1 

r 14 4 —2~l 

ii 

5. 

T 


ii 

a 

VO 

o 

00 

IT) 

1 

1 

m 

i 


Asf, de la definicion 3, 


( —1)A + 2 B = 


-1 + 14 

0 + 4 

-2 + (-2)' 


13 

4 

-4 

3 + 8 

-4 + 0 

-5 + 6 


11 

-4 

1 


’-1 + 1 

0 + 0 

-2 + 2 


0 

0 

o" 

3 +(-3) 

-4+4 

-5 + 5_ 


0 

0 

0 


Las siguientes propiedades del producto escalar se establecen facilmente usando 
las definiciones 3 y 4. Si k t y k 2 son numeros reales, entonces 


kM + B) = k x A + k,B 
{k | + k 2 )A = L|A + k 2 A 


k t (k 2 A ) = (k]k 2 )A 


INVERSO ADITIVO 

Como muestra el ejemplo 3, el inverso aditivo -A de la matriz A es (-1)A. 
Asf, 


A + (-A) = O = (-A) + A 

para cualquier matriz A de orden m x n. Usamos el inverso aditivo para definir la resta de 
dos matrices A y B de orden m x n, como sigue: 

A - B = A + ( -B) 

EJEMPLO 4_ 

Si A = [1 2 3] y B = [-2 1 4], entonces ~B = [2 -7 -4], tenemos 

A-B=\ 1 2 3] + [2 -7 -41 = 13 -5 -11 
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De 

3“ ( (@ij 3~ ( ^//))mxn (@ij ^ij)mXn 

vemos que, para restar B de A , necesitamos solamente restar las entradas en B de las corres- 
pondientes entradas en A. 


EJEMPLO 5 

Si 


A = 

’ 4 
10 

5 -2 

6 8 

y B = 

5 1 

-1 2 

3 

6 


9 

-7 -1 


4 9 

-8 


encuentre A — B y B — A. 

Solucion 



’4-5 

5 - 1 

-2 

- 3 


-1 

4 

-5" 

A — B = 

10 -(-l) 

6-2 

8 

- 6 

= 

11 

4 

2 


NO 

1 

1 

1 

NO 

-1 

- (-8) 


5 

-16 

7_ 


5-4 

1 - 5 

3 

- (-2)' 


1 

-4 

5’ 

Co 

1 

Cu 

II 

-1 - 10 

2-6 

6 

- 8 

= 

-11 

-4 

-2 


4-9 

9 - (-7) 

-8 

-(-1). 


-5 

16 

-7 


El ejemplo 5 ilqstra que B — A = —(A - B). 


MULTIPLICACION DE MATRICES 

Para encontrar el producto AB de dos matrices Ay B, necesitamos que el numero de colum- 
nasdeAsea igualal numero de las filas en B. Suponga que A = (a,y) m x,iesunamatrizn3 x n 
y B = (bij)„ X/ , es una matriz n x p. Comoseilustraacontinuacion, para encontrar la entrada 
Cy en el producto C = AB, hacemos parejas con los numeros de lafila/'-esima deA con los de 
la columna y'-esima de B Luego multiplicands los pares y sumamos los productos, como 
sigue: 


c,j = a n b {j + a i2 b 2 j + • • • + a,„b, 


(3) 


columna y'-esima 



flu 

a 12 ••• 

& \n 


b u 

bn ••• 


kip 

Fila 

i.pc 1 m *1 

«21 

@22 

&2n 


b 2 \ 

b 2 2 * * * 

k: 'Si 

&2p 

l CMIIld. | 

1 


mmm 

*r 

1 

b n , 

b n 2 ' * * 


^np 


a ml 

@m2 ’ ’ ‘ 

@mn 






columna 

y'-esima 


Fila 

/'-esima 



Se deduce del (3) que el producto AB tiene m filas y p columnas. En otras palabras, el 
orden del producto C — AB se determina por 

Xn^nX/j xn 
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